Trigonometría 


Inteleciturs A B* a. 
EVOLUCIÓN 


Unidad 1 


osedódics 


Indicadores 


de logro 


Unidad 2 


» Reconoce la posición final, inicial y el vértice del ángulo trigonométrico. 

» Identifica el sentido de giro del ángulo (positivo y negativo). 

» Aplica las equivalencias entre los sistemas de medición para calcular la 
medida del ángulo pedido. 

+  Discrimina entre sistema sexagesimal, centesimal y radial. 

» Identifica los elementos de un sector circular para el cálculo de su área. 

» Calcula el área del sector circular identificando sus elementos y apli- 
cando sus propiedades. 

» Identifica al ángulo agudo dentro de un triángulo rectángulo y define 
cada una de las razones trigonométricas. 


» Determina las razones trigonométricas de ángulos agudos identifican- 
do sus elementos. 


» Reconoce los catetos y la hipotenusa en un triángulo rectángulo. 

+ Utiliza fórmulas de manera adecuada para la demostración de pro- 
blemas, usando las diferentes razones trigonométricas en triángulos 
rectángulos. 


Discrimina entre ángulos de elevación y depresión. 

Calcula el valor de los ángulos horizontales y verticales. 

Determina ángulos de elevación y depresión en función a sus razones 
trigonométricas. 

Identifica los pares ordenados, las intersecciones con los ejes y el ori- 
gen de coordenadas. 

Calcula la ecuación de la recta así como su pendiente o el ángulo 
entre dos rectas utilizando puntos coordenados en el plano cartesiano. 
Define cada una de las razones trigonométricas de un ángulo en po- 
sición normal. 

Determina el valor de las razones trigonométricas de ángulos coter- 
minales. 

Identifica el cuadrante al cual pertenece cada ángulo y la forma de 
reducción. 

Aplica los casos estudiados para la reducción de ángulos. 

Identifica el cuadrante al cual pertenece el ángulo y realiza la reducción 
utilizando las relaciones dadas. 


EL SONIDO Y LAS FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS 


En la física el sonido es el fenómeno de propaga- 
ción de ondas elásticas a través de un fluido que 
genera el movimiento ondulatorio de un cuerpo 
determinado. 


Por ejemplo cuando vibran las cuerdas de un 
charango, estas vibraciones producen un choque de 
las moléculas del aire unas con otras, ocasionando 
zonas de comprensión y descompresión atmosférica. 
Si continuamos rasgando las cuerdas, se van 
formando sucesiones de compresión y descompresión, 
y cuando estas sucesiones llegan al oído, producen 
una vibración en el tímpano que causa la sensación 
de sonido. La función matemática que mejor 
representa la propagación del sonido es la función 
seno. 


Contenido: 


Uniciac 1 A Uniciac > O 


+ Ángulo trigonométrico + Ángulos verticales y 
Sistemas de medidas horizontales. 
ángulares. + La recta en el plano cartesiano. 
» Sector circular. + Razones trigonométricas de 
+ Razones trigonométricas de ángulos en cualquier magnitud. 
ángulos agudos. + Reducción al primer cuadrante. 


+ Resolución de triángulos 
rectángulos. 


Describe los elementos de una circunferencia trigonométrica (origen de 
arcos, origen de complementos y suplementos). 

Representa gráficamente cada línea trigonométrica y analiza su va- 
riación. 

Discrimina entre las identidades fundamentales (recíprocas y pitagóri- 
cas) y auxiliares. 


Encuentra el valor de las identidades trigonométricas fundamentales y 
auxiliares, de un ángulo orientado. 

Identifica las identidades de suma y diferencia de dos ángulos. 
Demuestra igualdades de expresiones utilizando las identidades trigo- 
noméftricas. 

Reconoce las identidades de ángulo doble, ángulo mitad y ángulo triple. 


Comprende la división de las transformaciones trigonométricas (de 
suma o diferencia a producto o viceversa). 


_Uniciad O Unica + 


+ Cincunferencia trigonométrica. + Funciones trigonométricas. 
+ Identidades trigonométricas. + Funciones trigonométricas 
» Ángulos compuestos. inversas. 

» Ángulos múltiples. + Ecuaciones trigonométricas. 
+ Transformaciones + Resolución de triángulos 


trigonométricas. oblicuángulos. 


Analiza las funciones trigonométricas e identifica el dominio y rango. 
Discrimina entre función par, impar, creciente, decreciente y periódica. 
Define las funciones inyectivas y sobreyectivas. 

Identifica cada una de las funciones inversas, y evalúa su domino y 
rango. 

Determina el dominio y rango de las funciones trigonométricas y de las 
funciones inversas dadas. 

Identifica los elementos de una ecuación trigonométrica y analiza su 
resolución. 

Calcula el valor de la variable, aplicando propiedades de razones trigo- 
nométricas y el valor de sus respectivos dominios. 

Nombra las relaciones dadas de la ley de senos, ley de cosenos, ley 
de proyecciones y ley de tangentes. 

Aplica la ley de senos, ley de cosenos, ley de proyecciones y ley de 
tangentes en la resolución de triángulos oblicuángulos. 


¡[AJE SIN_ RETORNO [2 


/ ALA ENTRADA DE LA CAVERNA /; 
AHORA VAMOS A EXPLORAR SUS 


PERO ALDO, DINOS “Ki 
E CUÁL EXACTAMENTE ES 
MEL OBJETIVO DE NUESTRA 
» MISIÓN? 


ENLAS MONTAÑAS DE 
LA SELVA ALTA DEL PERÚ, 
MÁS EXACTAMENTE EN 
UN ANGOSTO VALLE 
RODEADO DE VERDES 
COROILLERAS; UN GRUPO 
DE EXPLORADORES 

SE ENCUENTRA FRENTE 

A LA ENTRADA DE UNA 
ENORME GRUTA, 


BUENO, — 
NUESTRA MISIÓN 
CONSISTE EN ENCONTRAR 
UNA SALIDA QUE NOS 
LLEVE AL OTRO LADO 


HE ODO 
QUE ALGUNAS GRUTAS 
NO TIENEN SALIDAS, ESPERO 
QUE ESTA NO SEA UNA 
DE AQUELLAS, 


HORAS DESPUÉS EL INTRÉPIDO GRUPO AVANZA CON DIFICULTAD EN MEDIO DELAS AGUAS DEL 
ARROYO QUE AHORA ES UN RÍO SUBTERRÁNEO, 


—. 


LOS EXPLORADORES SE ENCUENTRAN AHORA EN LO PROFUNDO DE LA GRUTA, T y / 
[/ 


ESTAMOS 
AVANZANDO SIN 
A LUMBO Y CADA VEZ 
LA GRUTA SE HACE 
MÁS Y MÁS 


DESCUIDA DINA 
DESDE QUE SALÍ HE 
ANOTADO EN MI BITÁCORA 
CADA CAMBIO DE DIRECCIÓN 
QUE HEMOS TOMADO; AHORA 
DOR EJEMPLO VAMOS A 57; 


¡MUCHACHOS / TENEMOS 
UN PROBLEMA; EL RÍO SUBTERRÁNEO 
NO LO CREO; 
TODA ESTA AGUA DEBE QUE SE EXTIENDE POR TODO LO ANCHO Y LARGO DE 
SEGUIR FLUYENDO; VAMOS A USAR ESTA BOBEDA; ¡ PARECE QUE LLEGAMOS 
LOS TRAJES DE BUCEO Y LOS TANQUES AL FINAL DE LA GRUTA / 
DE OXÍBENO PARA CONTINUAR BAJO 
EL AGUA, 


OLA EL GRUPO DE EXPEDICIÓN BL ] q a - = 
DEL RÍO SUBTERCÁNE EL GRUPO SE Ñ » HE REVISADO 


ENCUENTRA AHORA ' AY LOS TANQUES DE OXÍGENO Y ESTÁN A 
EN UNA PEQUEÑA AAN LA MITAD DE SU CAPACIDAD; TENEMOS QUE 
ISLA Y ESTÁN | VOLVER YA NO PODEMOS SEGUIR ADELANTE, 
DENTRO DE LINA 4 SOLO HAY OXÍBENO SUFICIENTE PARA 
GRAN GALERÍA Ny RETORNAR, 
LLENA DE ) ) ¡NO; YA NO HAY 
ENORMES Y /S RETORNO POSIBLE, Sl VOLVIÉZAMOS 
CRISTALES TENDRÍAMOS QUE BUCEAR CONTRA 
DE CUARZO, LA CORRIENTE DEL RÍO; ESO NOS DEMANDARÍA 
MÁS ESFUERZO Y EL OXÍBENO SOLO NOS_Á 
DURARÍA 15 MINUTOS / 
NO, NO MORIREMOS; LY ENTONCES 
SEGÚN ESTE MAPA ESTAMOS A (| ¿ESTAMOS PERDIDOS / Y 
PUNTO DE CRUZAR LA CORDILLERA, NiPERECEREMOS AQUÍ /, 
SI SEGUIMOS ADELANTE ES Dl Y. SS 


NV 
RLOBABLE QUE SALGAMOS AA Ú SUE: NO TENEMOS 


' ALTERNATIVA; 
- / - - É ; SEGUIREMOS EL 
ALDO HACE SEÑAS Po - e / a CURSO DEL RÍO; 
PUES AL PARECER HA ' 7 ho E : QUÉ DIRECCIÓN 
) EL RÍO SUBTERRÁNEO c 
UNA GRAN BÓBEDA SUBTERRÁNEA, h SIGUE A 80- NORESTE; SÉ DIRIGE E LA, 
EXACTAMENTE HACIA EL FIN DE ¿PER UJULa 
LA CORDILLERA, 


NUESTROS AMIGOS AHORA SE ENCUENTRAN NUEVAMENTE BUCEANDO EN LAS CORRIENTES DEL RÍO 
SUBTERRÁNEO; EL CUAL ABARCA TÚNELES CADA VEZ MÁS GRANDES; SIN EMBARGO LOS TANQUES DE 
OXÍGENO PRÁCTICAMENTE SE HAN ASOTADO. REPENTINAMENTE SE VEN RODEADOS DE ENORMES PECES 


FINALMENTE EL GRUPO LLEGA A UN ENORME ESPACIO DE AGUA, CUYA SUPERFICIE ES TÁ 
CLARAMENTE ILUMINADA POR LA LUZ DEL SOL. RÁPIDAMENTE EMERGEN A LA SUPERFICIE 
Y SE ENCUENTRAN EN UNA BELLA LASUNA QUE ESTÁ AL PIE DE UNA ALTA CASCADA, 
LOS MUCHACHOS CELEBRAN SU RETORNO A LA SUPERFICIE, 


A 


UNIDAD 1 


ÁNGULO TRIGONOMÉTRICO 
SISTEMAS DE MEDIDAS ANGULARES 


() ÁNGULO TRIGONOMÉTRICO 
Es el ángulo que se genera por la rotación de un rayo sobre un plano alrededor de un punto fijo llamado vértice. Recuerda 
Si la rotación es en sentido antihorario, el ángulo se considera positivo; si gira en sentido horario, el ángulo se 1 cambio en e 
considera negativo. 


B 
Sentido antihorario de 
Za (+) OA: posición inicial 
d OC; OB: posición final 
e ii ad O: vértice del ángulo 


Sentido horario 


Bl) oz, B: ángulos trigonométricos 


CD SISTEMAS DE MEDICIÓN ANGULAR 


La medida de un ángulo puede estar determinada en diferentes sistemas, de los cuales se definen tres sistemas 
convencionales: 


1. Sistema sexagesimal 
Tiene como unidad el grado sexagesimal (19) donde: 


E = 19 |; entonces | mz 1vuelta = 360? 


Tiene como subunidades 
1': minuto sexagesimal Y se definen como: 


1": segundo sexagesimal 19 <> 60': 1 <> 60": 1? <> 3600" 


2. Sistema centesimal 
Tiene como unidad el grado centesimal (1%) donde: 


Observación 


Ze ; 
márniela — 49 |; entonces [ mZtyuelta = 4005 


Tiene como subunidades 
1": minuto centesimal Y se definen como: 
Ss. : 
1”: segundo centesimal 19 <> 1007: 47 <> 1005 ; 19<> 10 0005 


3. Sistema radial 
Tiene como unidad al radián (1 rad) definido como la medida del ángulo al que le corresponde una longitud de 
arco igual al radio de la circunferencia, donde: 


maqueta =1rad |;entonces | m.tvuelta = 27 rad 


Algunos valores de í: 


1 =3,1416 n= 2 n= 43 +12 
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RELACIÓN ENTRE SISTEMAS 


$ 


9 
Corolario 0 SS rad 
» Dela fórmula de conver- 
sión: 
S_.C_20R 
9 10 T 
+ Para las subunidades Equivalencias 


sexagesimales 

mo ="S= 6051536005; 
S =n.* de grados 

60S = n.* de minutos 
36005 = n.” de segundos 


Centesimales 
mZa = C9= 100C” 


= 10 000C* ser usadas. 
C =n.* de grados h : 
100C = n.* de minutos Ejemplo: 


Convierte 60” a radianes. 
A) Equivalencias: 
60 = 60% x 1 =60* x Trad 


180* 
60” = 5 rad 


10000C = n.* de segundos 


Corolario de equivalencias 


1. 180” = 2009 Simplificando tenemos 
2. 9 =109 
9x1”=10x 19 Simplificando tenemos 


9x60'=10x 100" 


3. 27'=50" 
27x1'=50Xx1" 
27 x 60" =50xXx 100" 


Simplificando tenemos 


CD) EFECTUAR 
28+90 , 


1. Simplifica: E = 330 


donde S y € son lo convencional. 


ES 
29 Calcula: A= ¿5 S 


siendo S y C lo convencional. 


6 l Intelectum 4.2 


(Método del factor común) 


Siendo: 

S: número de grados sexagesimales del ángulo 6 
C: número de grados centesimales del ángulo O 
R: número de radianes del ángulo O 


Fórmula de conversión 


muela — 180" = 200% =m rad a 


180 200% 


Para convertir un ángulo de un sistema a otro, tanto las equivalencias como las fórmulas de conversión pueden 


B) Fórmula de conversión: 
SR: dato: S =60" 


180 7 

-ñ o .q-n 

R= 3 60 3 ad 
9” = 102 
27'=50" 


O SEC 
. Simplifica: 3 3 


7. Calcula: E = 20R +10 +18 


200R 


siendo S, € y R lo convencional. 


3. Calcula el valor de: E = -— 8. e od lei los números de los sistemas 
siendo S y C lo convencional. 0 ES a :C 208 
MO — TU 
4. Halla el valor de m en: 
sto= (5-5) 9. Reduos: 1 
5. Reduce: Ez Sy 10. Expresa: 10 rad en el sistema sexagesimal. 


ED Del ángulo trigonométrico, halla x. 


0 


Colocando el ángulo en sentido antihorario: 


qe 


Resolución: 


> (9x + 10)9=-(10 - 10x)" 
(9x + 109.555) = (10 10x)" 
9(9x + 10) = —10(10 — 10x) 
81x + 90 =-—100 + 100x 
190 = 19x 


=x=10 


ES Convierte 11%15' a radianes. 


Resolución: 
94m _ o , ME, _ o a 45? 
11915 = 11 +15 45) =1 + La 
45 /mrad|Y_ 457 - 
4 (e) - dr 
o945_ Tí 
>1115 = 16 rad 
E) cacuia: 
T o 
E 37 1ad+5 
209 
Resolución: 
T _T 180% Y _ 180% _ ¿no 
9 rd = qq rad o)> => 


9 on (9 1_20x9 _ ¿90 
20 > 9 =18 


Reemplazando en la expresión: 


A 
(18) 1879 


.M=% 
“.M=-3 


[EB) La suma de dos ángulos es 40” y su diferencia es 30%. Calcula la 
medida del mayor ángulo en grados sexagesimales. 


Resolución: 
Sean los ángulos a: y B- (a. > B) 
Del enunciado: a + PB = 40? 


— B=30% mo Ed 
e (os 


—— 
Factor de conversión 
(+ B = 40? 
10 _ B NN 272 ; (+) 
2a =67* 
OL = 33,5” = 3330 


... El mayor ángulo mide 33930”. 


[5 ) Reduce: E = e 
3 
Resolución: 


Convertimos 2” a minutos sexagesimales: 


2 - ] = 2(60) = 120 


Factor de conversión 
Reemplazando en la expresión: 
E- 23-243 _ (20)+3 _198_4 


3 3 3 yo 


(69) Simpiitica: 
OS 
0 


Siendo: S y C lo convencional para un ángulo. 


Resolución: 
Sabemos F=15=k >5=%k AC=10k 


Reemplazando en la expresión: 


_ 3(10k) —2(9k) _ 30k—18k _12k 3. y-2 
2(9K) (10k) — 18k=10k —8k 2 “0% 2 


Simplifica: 
E = 218-110 +40R 
AS) 


Siendo S, C y R lo convencional para un ángulo. 


Resolución: 


Sabemos: 2 = £ — 20R _k > 8=9k, C =10k y 20R= mk 
9107. 


Reemplazando en la expresión: 
a 2n(9k) - m(10k) + 2(nk) 
0 (10k)—m(9k) 


ES 18nk — 107k +2nk _ 10nk 
10xk — 9rrk nik 


“E=10 


=10 
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o SECTOR CIRCULAR 


¿ Dela expresión: 

: L=8R : 
¿ 6 es un valor numérico, por lo : 
: tanto, la unidad que defina aL : 
: será la misma a la del radio. 

: Ejemplo: ] 
: Longitud de un arco (L) de : 
¿ radio 20 cm y % rad como ; 
: ángulo central. : 
E Ll = (E 

L(g)00) 


¿ L=10m 
: Les igual a 101: 


¿ Unidad de longitud del radio 


Recuerda 
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CD LONGITUD DE ARCO 


Es la medida de un arco, que a su vez, es una porción de circunferencia limitada por dos puntos y se calcula: 


CD ÁREA DE UN SECTOR CIRCULAR 


Donde: 
AB: arco AB 


.R R: radio de circunferencia 


6: n.* de radianes del ángulo central 
L: longitud de arco 


Es la región plana que se encuentra limitada por dos radios y un arco. El cálculo del área de un sector circular 


se determina con las siguientes expresiones: 


RL Donde: 

S==> ' 
2 S: área del sector circular 

6: n.? de radianes del sector circular 

12 R: radio 

S=>= j 
20 L: longitud de arco 

Demostración: 


Del gráfico: L¿ = Oa, L, = 0b; L¿= Oc 


Despejando 6: 
0 = El 0 = El 0 = La 
a b Cc 
ly La Lg _ 
ao" 
Demostración: 
De las expresiones de área: 
1.2 
Ss, >3ar 
S, = Sar s,= 50 = ql = 4 E 
2 Or 
2 
$ _a 
"Ss, 0 
Análogamente: 
rL; 

S os fla Si "2 _L; 

(+37 ES DL 

2 

5 _b_a 

"“S L, 0 


(D TRAPECIO CIRCULAR 
Región formada por la diferencia de dos sectores circulares concéntricos y de radios distintos. 


Atención 


Valor numérico del ángulo 
central 


E 
MA 2 


Área del trapecio circular 


CD APLICACIÓN DE LONGITUD DE ARCO 
Cuando una rueda gira sobre una superficie plana desde un punto A hasta una posición B se tiene: 


A 
A medida que la rueda gira, un radio genera 
A un ángulo 6. 
A — LB 

e Observa que cuando el centro de la rueda 

l avanza una longitud igual a 2r.r, la rueda ha 
dado una vuelta. 

| 2nr | 


Para el cálculo del número de vueltas (n) usamos una regla de tres simple. 


1 vuelta 2mr E 
n vueltas 3 > (ML) = (m(2nr) =>. 
es Observación 


El número de vueltas que da una rueda sobre cualquier superficie se calcula mediante la siguiente expresión: 


ny: húmero de vueltas que da 
Lo la rueda desde A hasta B 


L.: longitud recorrida por el 
centro 
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ED Halla el área de un sector circular, cuyo ángulo central mide 36* 


y el radio 10 m. 


Resolución: 


0 


o 3030" Gago) = E rad 


180) 5 
r=10m 
T 2 
2 ()C10) 
502 IA 


Por lo tanto: S = 101. m? 


BD si 35 + Lo = 12, calcula x. 


a+3b 


Resolución: 

Por dato: 

3Lág + L¿p = 3a — b) + a + 3b = 12 
=> 3Ja-3b+a+3b=12 


da=12 
a=3 
Por propiedad, en el Finalmente: 
trapecio ABCD: Eo 
3 (a+3b)-(a-b) 2 
q 3 Ia 
A: 
AAA a 
2 8 
3_4b 
2.3 x= u 
-2 
b= gu 
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resueltos 


Resolución: 
Por la propiedad del trapecio circular: 
LL 
1 
L, Entonces: 
_8-2_6_ 
8 = EN 2 rad 
[LB Hall el área en la región sombreada. 
4m_£ 
A 
(0) 9m 
B 
4m D 


Resolución: 
La figura sombreada es un trapecio circular. 


L,=9m L L 
L,=5m a= (2 2) (25)4 28 
h=4m 


Por lo tanto, el área sombreada mide 28 m? 


[EJ) Halla el número de vueltas que da la rueda, al ir de A hasta 
C.(R=10myr=2m) 


La longitud que recorre el centro: L¿ = Ly + L> + Lz 
L¿=0,.r=(1/2)(2) =1 

L,=02 (R—r) = (7. /2)(10 — 2) = (1/2) 8 =4n 
L¿=BC=71 >= L¿=12+4n+7n=12x 

lo. 12%. Tr _ 


=n.* de vueltas: n = 


Nr 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


O DE ÁNGULOS AGUDOS 


CD INTRODUCCIÓN 


Triángulo rectángulo 
Son todos los triángulos en donde uno de sus ángulos es recto. Entre sus elementos tenemos: 


Catetos: AC=bACB=a 
Hipotenusa: AB = C 
Ángulos agudos: m¿CAB=8 A mZCBA=0 


Observaciones 
En todo triángulo rectángulo se tiene que sus ángulos agudos son complementarios es decir: 


En todo triángulo rectángulo la medida de sus lados cumplen el teorema de Pitágoras. 


() CÁLCULO DE LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


Para ángulos agudos, el cálculo de las razones trigonométricas se realiza con el ángulo contenido en un 
triángulo rectángulo y estableciendo la relación entre la medida de sus lados tomados de dos en dos. 


Cateto Cateto _ Cateto opuesto _ a 
adyacente opuesto seno de theta sen8 = —hipotenusa — = E 
tet ti 
coseno de theta cosO = ze O ACA PAM, == 
ipotenusa 


tangente de theta — |tan8 = _Cateto opuesto _ a 

— cateto adyacente — b 
C 

cotangente de theta | cotO = cateto adyacente _ b 

“cateto opuesto opuesto a 


Hipotenusa _ hipotenusa 


sida cateto adyacente an 


_ hipotenusa _ 
cateto opuesto opuesto — 


cscO = 


Razones trigonométricas recíprocas 
Si el producto de dos razones trigonométricas de un mismo ángulo es igual a la unidad, estas se denominan 
recíprocas. De las definiciones de razones trigonométricas observamos: 


1 ES NE 
sen8 = 00 cos6 = s000 tan0 = roca 


sen6cscO = 1 cosBsecO = 1 tanOcot0 = 1 


50 eng 50% = sg 00 = Tang 


Recuerda 


Observación 


: Sean x e y ángulos agudos, 
: si se cumple: 


E senxcscy = 1 
¿ COSXSecy = 1 
a tanxcoty = 1 
y 
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Razones trigonométricas de ángulos complementarios 
Las razones trigonométricas de todo ángulo, son respectivamente iguales a las co-razones de su complemento. 


di sen0 = cos(90* — 8) 
= il a En o ae 
Seno : EA RT(0) = co-RT(90”— 0) 4 tan0 = cot(90? — 0) 
tangente ——> cotangente sec = csc(90* — 0) 


secante ———> cosecante os , 
Triángulos rectángulos notables 


d 
%a al ii 5 i 25 al 
a Za A p 3a 2 Ta 
AO? Ml A O] M6 m 
av3 A. 3 Mm Za 24a 


DL EA | pai NS 11 
y DY 
S M - AN 
) Ñ 


y 


LES 
Observación 2 
Otros triángulos notables: 
s ca ER 
A a 12 1 
A d 3 4 3 
gal 5 5 4 
A dl 3 ES 
E E 5 5 3 
Te 24 E 
a > a 25 25 24 
a 
O 
25 25 Y 


(D EFECTUAR 


1. Halla: sena. 2. Calcula: cosa 3. Calcula: tand 4. Calcula: cotO 
O » 
| o Y3 2 z sí 
8 3 Ss a 4 
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KB) En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, calcula 
H = senA tanC secA 


Resolución: 

co_a 
ia A 

senA ia 

tanC = 0 2 c - 
ca a 

secá="1 - P B 3 
ca Cc 


Reemplazando en la expresión: 
-(ayeypb)-_ abc _ 
E E (E)- bo. 


hn =1 
ED Si cotO = > halla el valor de la expresión: 
_tando0+3. 
BE nora (6: agudo) 
Resolución: 
Sabemos: tand = L-L- 3 = tanó =3 
cotO 1 ] 
3 


Reemplazando en la expresión: 
3 
8 6)+3_27+3_90_5 


2(3) 6 6 


ES Si x < 60"; calcula M = (cos3x + sen(x + 10%)? 
Si se cumple: sen(x + 20?) = cos(x + 30%) 


Resolución: 
Dato: 
sen(x + 20?) = cos(x + 30%) 
30 +x<90% A x +20” < 90* 
Por propiedad de ángulos complementarios: 
x +20 + x + 30” =90* 

2x =40* 

x= 20" 

Luego: 
M = (cos3x + sen(x + 10>)? 
M = (cos60” + sen30*)? 


[EB) Del triángulo ABC: 
B 


28 


A 100 


Calcula: M = tan(4x + 39) tan(2x — 99) 


Resolución: 
B 
7Xx4= 28 
A 
25x4= 100 

Luego: 
ABC notable de 16* y 74? 
x= 16" 
EnM: 


M = tan(4x + 3%) tan(2x — 9%) 

M = tan67*tan23* 

Ademés, 67” y 23” complementarios = tan23” = cot67” 
Luego: M = tan67*cot67 

Por propiedad de razones recíprocas: M = 1 


BD Calcula: cosa 


Resolución: 
En el BABC, aplicamos el teorema de Pitágoras: 


(177 = BC? + 8? 


BC? = 17? - 8? 
BC=15 
Luego: 
C 
ÍXCDB notable de 37* y 53*: 
15=5x3 9=3x3 0=37" 
COSO =COS37” = - 
B D 


(6 ) Calcula: 


7 43 cor cot60' + sec? 45' + cot8" sec74' — 3sec53' 


Resolución: 


M=,/4V3 cor oot60' + sec? 45" + cot8" sec74' — 3sec53' 
_ A ? E 
M= 133 AA 1S 3x3 


M=YV3+2+25-5 
M=4Y25  ..M=5 
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ED s cosa = L£;; (a: agudo), calcula: E = 8tan?a + 2 


Resolución: 
3a avT7 
cosa. = Y2 > 
av2 
_co_ad7 _47 _ [7 


Lo _ ae AE JL 
tana. = 6 7 E 2 


Reemplazando en la expresión: 


E= (JE) +2- az )+2=30 


¿E=30 


ED En la figura adjunta: tana. = 3 SIBN= 2AN, calcula cot6. 


8 
e 
ÓN ZN a 
A Ñ B 
Resolución: 
C 
tano. => 2 5k 
A 
A q B 
8k 
Del gráfico: 3d =8k > d = Es 
2d 2(3+) 16k _ 16 
Piden: cot0 = “a 


; - 16 
“cold = 75 


ED Del gráfico, halla E + e . Siendo M y N puntos de tangencia, 


además MN =4. 


om 
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Resolución: 


Por semejanza: 
4k __5k 
4  r+n 
> 4 + rm= 5 
Entonces: 
> rm = 3 
0) + mM = 56) 
2r,=8 
r)=4 
> l4= 1 
Luego: 
1 + 122=12 442 =17 


10 ) Si sen6 = 0,6: (0 = agudo), calcula: 


[P= tan( 202) + E, + sec(90* — 8) 


Resolución: 


5n 3n 
A g 
A 4n B 
El ángulo 6 es agudo, además: 
sen0 = 0,6 = - 
ABC notable de 37? y 53? 
=> 0=37" 
EnF 


(90-09 1800 
F= tan 22 )+ cor 800 


F= tn 32), co 1073) + sec(90* — 37?) 


] +sec(90* - 8) 


F=tan SH 59 +eotAo + sech3" 
2 2 

E PIS 

ST 

2 F=Zo 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 


O RECTÁNGULOS 


CD DEFINICIÓN 


Es el procedimiento mediante el cual se determinan los elementos desconocidos de un triángulo rectángulo a Importante 


partir de otros elementos conocidos. 


En este caso, básicamente se tratará de calcular los lados desconocidos de un triángulo rectángulo en función 


de un lado y un ángulo, ambos conocidos. 

Se presentan tres casos los cuales son: 

(D CASOS 

Conocidos un ángulo agudo (0) y la hipotenusa (h) 


C De la figura: 
m3 =sen0 = x= hsen0 
h 
Ñ y 
> cos8 = y =hcos8 
Pal : Os 


Conocidos un ángulo agudo (0) y su cateto opuesto (a) 


C De la figura: 
A =cot8 = x= acotO 
y 
d y 
as cscd > y =acscO 
A án - De 


Conocidos un ángulo agudo (0) y su cateto adyacente (c) 


C De la figura 
3 =tan0 = x= ctanO 
y 
ú y 
E secg = y =csec0 
A ÓN - Os 


CD) ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 


Del gráfico: 
- 2D 
S= > senó 


S: área de la región triangular ABC 


: El área de una región cua- : 
¿ drangular está dada por el : 
: semiproducto de sus diago- : 
¿ nales multiplicado por el seno 
: del ángulo que forman dichas : 
¿ diagonales. ¿ 
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Resolver un triángulo  rec- 
tángulo es hallar los valores 
desconocidos de sus lados y 
de sus ángulos. Para resolver 
un triángulo rectángulo es ne- 
cesario conocer un lado y uno 
de sus ángulos agudos. Con 
estos datos, basta aplicar la 
relación de las razones trigo- 
nométricas. 


(D EFECTUAR 


1. Del gráfico, calcula tano... 


- 5 
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LE 
b 


Ejemplos: 


1. Del gráfico, determina x en términos de a y az. 


2. Del gráfico, calcula sena. 


AN 
40 


Resolución: 


DEB: m4DBE = mZBAD = qx, 
además: BD = DEcsca 
BD = acscos 


MADB: AB = BDcsco: 
X= (acsco.)csco 
X= acsc”oL 


Resolución: 


DACD: AC = ADsenO 
AC = nsen6 


MABC: BC = ACsenos 
X= nsenOsena 


Resolución: 

ABDC: mZDBC=mZEAD=a 
BD = BCcosa 
BD = bcosol 


ABED: 
EB = BDsena 
X= DCososeno 


3. Calcula sen6. 


12 dl 
LA [] 
15 


4. Enel gráfico, calcula: a? +b, sitana. =4. | 5. Dela figura, calcula: a + y? si tana = 2 


S 
eN O 


mZ4BDE = mZEAD = a. 


6. Del gráfico, calcula: send + cos 


EP) talla HE, en función de b y o.. 


B 
«Y 


Resolución: 


En el MAHB: BH = (bcosa)sena. = bsena.cosa 
En el MHEB: HE = BhHseno, 

> HE = (bsena.coso.)seno. 

HE = bsen*o.cosa. 


ED Del gráfico, halla x. 


Resolución: 


gd 
A n D xtano 
Hz Mseco y 


Del gráfico se tiene: 
n + xtan0 = msecó 
xtan0 = msec8 — n 


Multiplicando a todo por cote: 
x = msec6cot0 — ncotó 
X= mcscO — ncotó 


Resolución: 
Sabemos: 
Anack +Aaxkcs = Anacó 


A conteo + AO sengzo — 
2 sent6 + > sen37” = 


010) 


1) 
al 


ED Calcula: tan0 + coto 


Si ABCD es un cuadrado. 


De la figura tenemos: 
3c0s0 + 2sen6 = 4senO 


3c0s8 = 2sen0 


3_ 
7) = tan0 


. ERE E RE 
..fan6 + cot6 = +3 = 


30 sensa* 


(5) 


joa ao mn] 


13 
6 
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UNIDAD 2 


ÁNGULOS VERTICALES Y 


HORIZONTALES 


: El ángulo formado por dos : 
¿ líneas visuales se denomina : 
: ángulo de observación. : 


Importante 
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CD) ÁNGULOS VERTICALES 


Se denomina ángulos verticales a aquellos contenidos en un plano vertical. Cuando se desea realizar alguna 
observación, ya sea de objetos o puntos, utilizamos dos términos muy comunes: ángulo de elevación y ángulo 
de depresión: 


NN 1] 
¿ye 
ye0- 4 
- Je... _Linea horizontal _ [e amos rado 
“== 6: ángulo de depresión 


Veamos algunos ejemplos: 


1. Desde lo alto de un muro de 8 m de altura se observa las partes alta y baja de un poste ubicado al frente, con 
ángulos de elevación y depresión de 45” y 30*, respectivamente. Halla la altura del poste. 


Resolución: 
BN Piden: H 
a H Del gráfico: H=84/3 +8 
45%  8y3 
E A H=8(/3 +1) m 
8m o 


2. Una persona de 1,5 m de estatura observa un árbol con un ángulo de depresión de 30” la base, y con un 
ángulo de elevación de 60*, la parte superior. Calcula la altura del árbol. 


Resolución: 


Piden: h 

Del gráfico: 

h= (1,543.43 + (1,5) 
h = (1,5)(3 + 1) 

h = (1,5)4 

h=6m 


CD) ÁNGULOS HORIZONTALES 
Se llama así a aquellos ángulos contenidos en un plano horizontal. 


Rosa Náutica 


Es un diagrama ubicado en planos horizontales y diseñados en base a la ubicación de los puntos cardinales 
que son: Norte (N), Sur (S), Este (E) y Oeste (O). El punto oeste tambien suele representarse por la letra W. 


La rosa Náutica se emplea para localizar la posición de objetos o personas ubicados en el plano horizontal 
mediante los rumbos y direcciones establecidas en ella. 


La rosa Náutica contiene a las 32 direcciones notables de la brújula, las cuales son obtenidas trazando bisectrices 
a partir de las direcciones principales, siendo el ángulo que forman 2 direcciones notables consecutivas de 
11915". 


OS 


YOTGO Y 


SS, 
25 


mZa =11%15' 


Se puede notar que la rosa Náutica tiene 32 direcciones, todas distanciadas 11*15". 
La dirección NE es equivalente a escribir N45*E y viceversa, la dirección S1/4S0 es equivalente a S11%15'0, la 
dirección NO1/40 es equivalente a N56*15'0 y viceversa. 


Dirección 
Es la línea recta sobre la cual se encuentra la persona u objeto con respecto a una rosa Náutica, quedando 
determinada dicha dirección por su rumbo. 


Rumbo 
Es el ángulo agudo horizontal que forma la dirección de la persona u objeto con respecto al eje norte-sur, 
cuando esta se desvía hacia el este (E) u oeste (O). 


IN 
A 
PP El rumbo de A con respecto a P es az al este del norte. 
0 E La dirección de A con respecto a P es N a E (norte 
a este). 
S 


Ejercicios de aplicación 

1. La distancia entre dos edificios es de 60 m. Desde | 2. Un submarino desciende verticalmente 100 m y 
la azotea del menor de los edificios, cuya altura luego recorre 200 m en línea recta inclinada 30 
es de 40 m, se observa la azotea del otro, con un respecto al nivel del mar; desde este punto regresa 
ángulo de elevación de 60”. ¿Cuál es la altura del al lugar de partida en línea recta y con un ángulo de 
edificio más alto? elevación 6. Halla tan6. 


Resolución: Resolución: 


Interpretando los datos: 


x— 40m tan60* = o 
x x- 40 = 60tan60* 


x=40+604/3 


=20(2+34/3 
| AFRRHME 00 + 2000860" payo 
200sen60* 


..tan0 243 


8 
200sen60? 


1 
100+200/-) 


200/48 


Observación 


Observación 


e 


¿ En todo problema donde : 
: incluyen ángulos verticales : 
¿ y horizontales a la vez, se : 
: deberá bosquejar diagramas : 
¿ tridimensionales para tener | 
: una mejor visión y ubicación : 
¿ del problema. : 
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Resolución: 


Resolución: 


= El menor ángulo que forman estas direcciones es: 


Pas rt ml a =20* + 90% + 109 
H—— 39,28 m ——+—— 3h ——4B -a=120* 
0 4h Ms 4h 
tans0” = 39728 > 1,732 — 3h+ 39,28 
_ 39,28 _ 
> h= 3978 = 00 


4h =4(10) =40m 
Resolución: 


Resolución: 


=> 2k = 80 
k=40 
x=k43 
80 = 2k ¿adam 
Tenemos: 
0 + a =902 
i | 
542 
| Resolución: 
A DN a Además, del triángulo 
H— d/2 d/2 rectángulo se observa: 
tano= 2-45 9-53 
15 3 


Utilizando razones trigonométricas tenemos: 
tano = 1/2 _ 542 d__5/2 


5/2 dd “10/2  d 
d?=50x2 


... El rumbo de C respecto 
de A es: S53%E, 


d2=100 > d=10m Del gráfico: 
x= (25? - 20? 


x= 4225 = x=15km 


Luego, la distancia inicial de separación es 10 m. 
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CD LA RECTA 


LA RECTA EN EL PLANO 
O CARTESIANO 


Una recta es el conjunto de puntos en el plano cartesiano, que posee una orientación y además tomando dos 


puntos cualesquiera su pendiente no varía. 
Elementos: 
Dada la recta L: 
|. Intersección con el eje x: (a; 0) 
II. Intersección con el eje y: (0; b) 


111. Punto de paso: (x; y) 


Ángulo de inclinación de una recta 


El ángulo de inclinación es aquel ángulo que es formado por una recta con el eje de las abscisas. Se mide desde 
el eje de las abscisas hasta la recta, en sentido antihorario, y su valor va desde cero grados 0* hasta 180”. 


y L 


Pendiente de una recta 


Ángulo de 
9-7 inclinación 


0”<0< 180" 


Sean A(x+; y4) y B(x»; y2), dos puntos cualesquiera de una recta, entonces la pendiente de esa recta se calcula 


aplicando la siguiente fórmula: 


También podemos definir a la pendiente de una recta como la tangente de su ángulo de inclinación: 


Ejemplo: 


El ángulo de inclinación de una recta es 37”, y además pasa por los puntos (4; 3) y (n; 12), calcula el valor de n. 


Resolución: 
Por dato sabemos que el ángulo de inclinación mide 
37*; es decir: m = tan37” = m= 3/4 


Además, conocemos dos puntos de paso de la recta, 
(4; 3) y (n; 12), luego: 


Reemplazamos el valor de la pendiente y 
obtenemos: 


3- —- > 3n-12=48- 12 
pe 3n = 48 
.n=16 
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Posiciones relativas de dos rectas 


Il. Rectas paralelas 
Si dos rectas son paralelas, entonces los valores 
de sus pendientes son iguales. 
Es decir: 


Atención La e 
Si: L, //L, =m,=m 


Ecuación de la recta 


o los datos que tengamos de ella. 


|. Conociendo un punto de la recta y su pendiente. 


: Para toda recta paralela al : 
: eje x el valor de su pendiente : 
: siempre es igual a cero. ; 


y — Y1 = m(x— x1) 


III. Conociendo los interceptos de la recta con los 
ejes coordenados. 


Loy 


Recuerda (0; b) 


Ecuación general de la recta 


Donde su pendiente es igual a: m = — A yBX%0 


B 
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Il. Rectas perpendiculares 
Si dos rectas son perpendiculares, entonces el 
producto de sus pendientes es igual a —1. 
Es decir: 


Sil, IL =m,.m=-1 


La ecuación de una recta puede ser expresada de diferentes formas, tomando en cuenta su ubicación geométrica 


Il. Conociendo dos puntos de la recta. 


IV. Conociendo el intercepto de la recta con el eje de 


ordenadas y su pendiente (m). 


(0; b) 


La ecuación general de la recta está dada por:| Ax+By+C=0 


Distancia de un punto a una recta 
Dada la recta L: Ax + By +C=0 y el punto P(x+; yy), la distancia que los separa se calculará así: 


Ax +By¡+C| Importante 


1 
d(P; L)= 
( ) Ny p? de la r 


Ejemplo: 
Halla la distancia del punto (3; 4) a la recta L: 4x + 3y + 1=0. 


Resolución: 
Dado el punto (3; 4) y la recta L: 4x + 3y + 1 =0, la distancia entre ellos será: 
3)+3(4) +1] _ 25 


e A 
d(P; T)= ro , 


Ángulo entre dos rectas 

Cuando dos rectas orientadas se intersecan se forman 4 ángulos, a cada uno de estos ángulos se les llama 
ángulo entre dos rectas. Al conocer la pendiente de cada uno de las rectas intersecadas, el ángulo formado 
entre ellas se calcula utilizando la siguiente fórmula: 


=5 


L, 


m,-m 
tanO = 1-2_ 
9 1+m,.m, 


Donde: m, es pendiente de L, 
ma es pendiente de L, 


Ejercicios de aplicación 


1. Halla la pendiente de la recta que pasa por los | 3. Halla la distancia del punto P(2; 3) a la recta 


puntos (3; 2) y (2; -1). L: -3x+4y+4=0. 
Resolución: Resolución: 
Recordemos: La distancia d(P; L), es: 
hs Y2 =Y1 
Xo Xy py [Ax +Byy+C|] 
Reemplazamos para los puntos (3; 2) y (2; 1): VAT+B 
ma ES) 2, =3 
mas (3)? + (4)? ini 7 Nota | 
E La ecuación de los ejes E 
2. Halla la ecuación de la recta, cuyo ángulo de d(P; D)= -6+12+4] _ 110] ¿ coordenados es: : 
inclinación es 53” y pasa por el punto (2; 3). /25 5 : ue 
ap L)=2 : y=0 
Resolución: ale : A 
Pendiente: m = tana: = tan53* => m = 4 ONPE ed. 
3 | á x=0 2% 


Ecuación de la recta: 
y — Yo = M(X — Xp) 
y-3)= 4-2 
3(y — 3) = 4(x- 2) 


3y-9=4x-8 = L:4x-3y+1=0 
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Problemas 


resueltos 


Resolución: 


Tenemos dos rectas perpendiculares E y Lo de pendientes m; 
y m, respectivamente. 


En el triángulo ABC tenemos: 
(AB? + (BC)? = (AC)? 


( CE | O) = 9 x) 


2 + 2y — 2XX4 — 2XX2 = —2X0X1 


y = e — XoX4 + XX4 + XXo 


y? =-(é — x(X4 + Xo) + X2X4) 


y” =- (x— xo)(x— xy) 


Resolución: 
Lips 2y+6=0 
3(09+6 
js doJ+0 (0 
2 
(0; b) 
(a; 0) o *X 
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Intercepto con el eje x: (a; 0); reemplazamos en (1). 


_3(a)+6 
di ceE- TS 


>3da+6=0 .-.a=-2 


Intercepto con el eje y: (0; b); reemplazamos en (1): 
b= o =b3 


Los interceptos son: 
Con el eje x: (-2; 0) 
Con el eje y: (0; 3) 


Resolución: 
Hallamos la pendiente: 


- (E2)-(4)_-2-4 6 
(3-0) 3-7 

Como A y B pertenecen a la recta, podemos tomar a uno de ellos 

como punto de paso, entonces: 

Sea A(2; 4) el punto de paso y m = 6. 

Ecuación de la recta: 

y — Yo = Mm(x — Xp) 

(y — 4) = (-6)(x — 2) 

y-4=-6x+12=> L:6x+y-16=0 


Resolución: 


Sean las pendientes de las rectas Ly y L,, my y mM», 
respectivamente. 
Lix-y+2=0 => y=x+2 

>m,= 1 


Como: L, 1 L, =m,.m,=-1 
Reemplazando: (1) . (m,) = m, = -1 
Ls tiene un punto de paso: (Xp; Yo) = (4; 8) 
Ecuación de la recta L,: 
y — Yo = Ma(X — Xp) 
(y -8) = (1) 4) 
y-8=-x+4 
o Lx +y=12=0 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE 


O ÁNGULOS DE CUALQUIER MAGNITUO 


CD) ÁNGULO EN POSICIÓN NORMAL 


Un ángulo está en posición normal si su vértice está en el origen de un sistema coordenadas y su lado inicial Atención 
coincide con el eje positivo de las abscisas. 
Observa el siguiente gráfico: 


y 
ae ICja>0 
0 BE IIC;0>0 
a, Be IC; <0 
B Del gráfico, o., 8 y B son ángulos 


en posición normal. 


Además, cuando un ángulo está en posición normal el lado final puede estar en alguno de los cuatro cuadrantes, 
en cambio si está sobre alguno de los ejes coordenados se llamará ángulo cuadrantal. 


Razones trigonométricas de ángulos en posición normal 
Sea el punto P(x; y) en el lado final del ángulo 6, un ángulo en posición normal, las razones trigonométricas 


son: 
seng = Ordenada _ Y esco = tadio vector _ 1. 
radio valor r ordenada y 
cose = —2bscisa_ _ X seco = tadio vector _ Y. 
radio vector r abscisa Xx 
tano = Oldenada _ Y coto = Abscisa_ _ Xx Enpartante 
abscisa Xx ordenada y 


CD RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS CUADRANTALES 


Las razones trigonométricas de ángulos cuadrantales se detallan en el siguiente recuadro: 


esc 
ND Recuerda 
1 
ND 
1 
ND 
ND: no definido 
Ejemplo: 
sen > + COST + sec2n + cos 3%. 
Calcula: E = ———————————= 
cscL + tanr 
2 
Resolución: 
Notamos que en E los ángulos están expresados en Reemplazamos estos valores en E: 
radianes y cada uno de ellos representan un ángulo (1) + (21) +(1) + (0) 
cuadrantal, reemplazando sus valores tenemos: E= Ñ 
senr/2 = 1 cosm =-— 1 sec2r = 1 4 
cos3n/2 =0 cscru/2 = 1 tanz =0 E=>7=1 
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CD) ÁNGULOS COTERMINALES 
Dos ángulos trigonométricos son coterminales si tienen el mismo lado inicial, lado final y vértice. La única 
diferencia entre ángulos coterminales es el número de vueltas. 


Observación ] o ; 
Los ángulos coterminales cumplen las siguientes propiedades: 


a) La diferencia de dos ángulos coterminales es un número que se representa por 360*k, k es entero, es decir: 
sean a. y O dos ángulos coterminales, se cumple: 


a — 0 = 360%; k € Z 


b) Siendo a y O ángulos coterminales, y en posición normal, como se muestra en el siguiente gráfico: 


sena = z = sen0 = sena = senO 
cosa. = - = CO0sg = cosa = CcosO 
tana = 2 = tan0 = tana = tan0 


Se cumple de la misma manera para las demás razones trigonométricas. 


Recuerda Ejemplos de aplicación 
1. Silos puntos (3; 6) y (b; 10) pertenecen al lado final Resolución: 
de un ángulo que se encuentra en posición normal, B se encuentra en posición normal. 
halla el valor de b. x=2y=3=r= 4/13 
Resolución: senf -Y_ 3. (V13) 
Como ambos puntos pertenecen al lado final del r 4/13 (4/13) 


mismo ángulo, sus razones trigonométricas son 
iguales. 


Si llamamos a al ángulo, entonces: 


-6_10 
tano, = -* 
b=5 


2. Si8 E IVC y send = —-24/25. 
Halla el valor de: M = csc0 — coto 


Resolución: > , : 
S le: xó + (-24)" = (25 3 
pl dd a 4. Sicosa == 2, a e IC, halla: 
N = csca + cota 
x2 = 625 — 576 i 
xo =49 Resolución: 
x=7 Cosa. = X 12. entonces: x=-=12, r=13 


Piden: M = csc8 — cotO 
m=t-X omo 020 (085-7)_ 18 _ 
y 


y y 24  -24 


3. Halla senf, de la siguiente figura: 


Se cumple: 

y =- (132 - 122 
y==3 

Nos piden: 

e e 
ir 
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ED Dos ángulos coterminales están en la relación de 4 a 13. Halla la 
suma de ambos, si el mayor es el máximo ángulo menor que 800*. 


Resolución: 
Sean a. y f3 los ángulos (a > B): Respecto al mayor ángulo: 
a 13 a = 13k 13k < 800* 
Da Sd 13(40%n) < 800* 

520n < 800* 
Como son ángulos n<153 => n=1 


coterminales, deducimos: 
Calculamos la suma: 


e ai a+p=13k-+4k 
13k — 4k = 360%n = 17k =17(40*n) 
9k = 360%n a +p=17(40(1) 


> k=40%n;n eZ - (0) ". a+ B =680* 


ED Indica el signo de las siguientes expresiones: 


M= £os740” . tan 1236” N = tan 1150". cos 570” 
sen830”.cot278" csc 780”. sec 1450? 


Resolución: 


Descomponemos los ángulos, para que nos resulte más fácil 
determinar a qué cuadrante pertenecen. 


740 =360%2) +20 = 740% €lC = cos740” (+) 
1236" =360"(3) + 156 = 1236" elIC = tant236" (-) 
830% =3602) + 110” = 830% ellC = sen830” (+) 
278% =360%0)+278% = 278% ElVC= cot278” (-) 
1150 =360%(3) +70% = 1150%e IC = tant150” (+) 
570% =360%1) + 210% = 570 €llIC = cos570* (-) 
780 =3602) +60 = 780% €lC = csc780” (+) 
1450" =360"(4) + 10% = 1450610 = sect450” (+) 


Reemplazamos los valores para M y N: 


DO o 
A o ei 


Resolución: 


tana = 2, del gráfico: 
_a+3_1+a 
tana. = 323 AY 
(a + 3)(a — 1) =(3-—a)(1 + a) => 6 =2a? 
says +43 


Pero el punto (a — 1; 1 + a) € IC, por lo tanto la abscisa y la 
ordenada deben ser positivas, entonces: a = /3 . 


A V3+t -2+/3 


y=1+a=1+4+4/3 E 3 (a) 


Reemplazando en la expresión: 


T=2(tana - 43) =2((2 +43) - 43) =2(2) =4 


[EB) Del gráfico, halla: R = tan0 + coto 


(a+1;1-a) 


Resolución: 
Para calcular el valor de a, aplicamos: 
xe+y?=4? (radio vector) 
> (a+ 12 +(1-a?=(2/5Y 
(a? + 2a+1)+(1-2a +2%)=20 
2a+2=20 
a =9>2a=+3 


Pero el punto (a + 1; 1 — a) € IC, por lo tanto la abscisa debe ser 
negativa y la ordenada positiva; para que eso se cumpla: a = —3 


Luego: x=a+1=(-3)+1=-2 
y=1-a=1-(-3)=4 


Nos piden: 
= A e 
R= tano + 0010 = (2) +(2) = (| | 3) 


ala 
AS 2 


Resolución: 
M punto medio de extremos A y B. 


m= (450 222) - (2,1) 


2 
M pertenece al lado final del ángulo or (a. en posición normal). 
<= fea=ta 
tana. = mii 
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Recuerda 


: Tenga en cuenta que al reducir : 
:¿ un ángulo al primer cuadrante : 
: no siempre el ángulo agudo, : 


¿ final es notable. 

E Ejemplo: 

¿ sec100” = sec(90” + 107) 
: =-csc10* 


Í cot250" = cot(270” — 20%) 
: = tan20? 


28 l Intelectum 4.? 


REDUCCIÓN AL 
o PRIMER CUADRANTE 


CD) CASOS 


Se presentan los siguientes casos: 
a) Para razones trigonométricas cuyos ángulos sean de la forma: 


90” + a; 1807 + a; 270” + a; 360” - a 


180” +a 
Rap — =+RT(a) 
90*+a 
RU 27p . El =+(CO RT(a)) 


Para determinar el signo (+) o (—) del segundo miembro se asume que a sea agudo, con el fin de determinar el 
cuadrante del ángulo del primer miembro y así establecer el signo que le corresponde a la razón trigonométrica 
de dicho ángulo. 


AL 


A2 
Za 
2 
na 
T+O 3, a 2n 
A 
2 2n—-a 

V3rn 

2 


Ejemplos: 

Reduce al primer cuadrante. 
1. sen(180” — a.) = sena 
2. tan(360* — a.) =tana 
3. cos(180” + a) = —cosa 
4. sec(360” — a.) = seca 


. sen(90” + a.) = cosa 
. sec(270* + 0.) = csca 
. cos(90” + a) =-—sena 
. cot(270” — a.) = tana 


cmo Y O 0 


b) Para razones trigonométricas cuyo ángulo es de la forma 360" n + a /neZ 
RT(360*.n + a.) =RT(a) 

Ejemplos: 

Reduce al primer cuadrante. 


1. cos755” = cos(360* x 2 + 35”) 
=C0s35" 


3. tan1172* = tan(360* x 3 + 92) = tan92 
= tan(90* + 2%) = cot2" 


2.csc3965” = csc(360* x 11 +57) 
=Csch" 


4. sec5600” = sec(360* x 15 + 200%) = sec200* 
= sec(180* + 209) = sec20? 


c) Para razones trigonométricas de ángulos negativos 


sen(—a) = sena 
cos(—a) = cosa. 


cot(—a) = —cota 


tan(—a.) = —tana 


Ejemplos: 
Calcula el valor de las siguientes RT: 
1. tan(-53%/2) = —tan(53*/2) 

1 


2 


3. sen(-1185*) = — sen1185” 
=-— sen(360* x 3 + 105) 
=-—sen105” 
=-—sen(90* + 15%) 
=-cos1b5” 


(52 


Propiedades 
1. Sica +P = 1800 


Se cumple: 


Demostración: 
9/10 
PUERCO: 


a = 180% —- $ = cosa =cos(180* — PB) 
coso. = —cosf 


2. Sia +$ =360* 
Se cumple: 


Demostración: 
ElNvC 


==: 
a =360* —- PB = sena = sen(360* — PB) 
sena = —senfB 
Ejemplos de aplicación 
1. Enun triángulo ABC, reduce: 


A+C 
_cos(2a zo) e 2 ) 


cos2C cotS 
Resolución: 
Dato: 
A+B+C= 180" 
- 3600 n A4B,£-ogp 
2A+2B+2C=360* A 2747 =90 
= 360% — A¡£-g"-B 
2A+2B=360* -2C A 743 = 90 > 
Reemplazando: 
o_B 
_ cos(360* — 20) tan(9o So) 
_ cos2C B 
cota 
B 
y 09820 72 44122 
cos2C  opB 
2 


2. sec(-37*/2) = (sec37*/2) 


410 
3 


4. cot(-1784?) = — cot1784* 


T 


A 


Propiedades adicionales: 


: sen(a — P) = -sen(P — a) 


=-— cot(360* x 4 + 344”) : 
3 cos(a — BB) = cos(P — a) 
=- cot344* : tan(a — $) =-tan(P - 0) 
=-— cot(360* — 167) ¿ cotía — B) =-cot($ — a) 
= -(-cot16”) ¡ sec(a — B) = sec(f — a) 
24 ¿ oscla — $) =-csc(p - a) 
Y aa 
Ejemplos: 


sen37” = sen143* 
cos45” = —cos135* 
tan60* = —tan120* 


Ejemplos: 

sen315” = —sen45” 
cos300* = cos60* 
tan307” = —tan53* 


Recuerda 


2. Calcula P: 
q T BR gan IT gon 11m 
P =tanz> + tan 12 tan 72 tan 172 
Resolución: 


Realizamos reducción del primer cuadrante: 


tan 7. = tan 7) =- tanda 

tan Un - tan(n 35) = tan 
Reemplazamos: 

P = tan 15 + tan = (tan 12)-(tanzz) 
P = tan 15 + tan 5 + tan 7 + tan 10 

P=2 tan + tan de 


Pero: tan L_ = tan 15" =2- /3 


12 


tan Z = tan75" =24+43 


12 
Luego: 
P=2[2-4/3+2+43] 
P=8 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
A= sen(2 Xx 360” + 90”)cos(3 x 360? + 120")tan(360* x 3 + 135") fesluds 
A = sen90*cos120*tan135" Dato: o. + $ = 90" 
A= sen90”cos(180* — 60*)tan(180* — 45?) Entorióss: 
a dE £ — Sen(g0” + f)tan(180" + $) 
A= (-5) di 1 cos(90* + a) tan(270" + a) 
cosf (2) 
E- (+cosB)(+tanf) — cosB 
— (=sena)(-cota) — sena cosa. ) 
senal 
Resolución: E Senf__ sen(90”—a) _ cosa 
coso coso. cosa. 
E =cos*10* + cos*55" + cos (180? — 107) + cos (180? — 55%) ci 


E =co0s10* + cos*55" + (=cost0*P + (=cos55"p 


E =cos*10* + cos*55" — cos*10? — cos*55" 


E=0 


Resolución: 
_ 3sen(90? + a) +4cosa 
Resolución:  Acos(90* + b) + 3senb 
_ sen(90* + 10?) + cos(360” — 10?) E ¿cosa +4cosa_ _ 7cosa 
—sen(180? — 10?) cos(270 + 10”) - —4senb+3senb  —senb 
_ _cos10* + cos10* 7cos(90* — b 
= =sent0” —sent0” E= pe 2 Ene 
_  2cos10” = o E=-7 
=p + E= -—cot10 


Resolución: Resolución: 
tan(180? — 25”) — tan(90* +25?) 
A A a han 27 5 8r lr 
tan(180* — 25”) + tan(90* + 25%) A=tan<3 + tan<3-+tan q37+tan-3> 
_ —tan25” + cot25? Propiedad: si a. + $ = 1 rad tana = —tanf 
— —tan25" — cot25* 
27 Mu _ A EA 
) 13 +73 =1 > tan4y= tan 13 
Reemplazando: tan25” = a » cot25” = — 8 8 
dy 37 , $T — tan dE =-tanón 
art +1 13 "13 13 13 
aw O 2 
M= 42.21 Reemplazando: 
A =4*=1 —(a?+1) > 5 5 > 
a A=tan 13 + tan 13 — tan 13 — tan 13 
2 
M= 2-1 A= 
a +1 di 
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UNIDAD 3 
CIRCUNFERENCIA 


TRIGONOMÉTRICA 


CD DEFINICIÓN 


Es aquella circunferencia canónica, cuyo radio tiene como longitud a la unidad. Observemos el siguiente gráfico 
y sus elementos. 


O(0; 0): origen de coordenadas. 
A(1t; 0): origen de arcos. 

B(0; 1): origen de complementos de arcos. 
A'(1; 0): origen de suplementos de arcos. 


a.: arco positivo (sentido horario). 
B: arco negativo (sentido antihorario). 


Del gráfico el punto P y R son los extremos de arcos, a su vez estos arcos se encuentran en posición normal. 


CD LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS 
Como sabemos, la circunferencia trigonométrica tiene de radio a la unidad, las razones trigonométricas se 
representarán mediante segmentos de recta que se les denominará líneas trigonométricas. 


Línea trigonométrica seno 
El seno de un arco en la CT se representa mediante la ordenada del punto que está en el extremo del arco. 


y 
Del gráfico: 
senó = yy A senf = y, 
ó Variación: 


-1 <senx< 1; Vx € IR 


B 
Rx Yo) 


Ejemplo: 
Halla la variación de la expresión: P = 3senx + 1 
Le sumamos 1: 


Resolución: 
Sabemos que para el seno se cumple: -3+1<3senx+1<3+1 
-1<senx< 1;  VxEeIR -2 < 3senx+1<4 
Multiplicamos a esa expresión por 3: =28 P 34 
-3 < 3senx < 3 Luego, tenemos: P € [-2; 4] 


Línea trigonométrica coseno 
El coseno de un arco en la CT se representa mediante la abscisa del punto que está en el extremo del arco. 


Entonces: 

Cosg = Xy A COSO = Xz 
Variación: 

1 < cosx < 1; Vx € IR 


: Variación 
: [angular 


Importante 


Observación 


o 


3 Variación analítica del seno. 


IC | IIC | 1IC | IVC E 
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Ejemplo: 
Dil : 


Halla el máximo valor de: 
: Variación analítica del coseno. 


k= l cosx + 1 


: 3 
: angular : 
 Eunción : Por teoría sabemos que: —1<cosx < 1 
loser [AAA 


Dividimos entre 3:  — 


A A E ¿LL 
Sumamos 1: g+1S300sx+1<S3+1 


2<k<4 
3 Ke 3 
Por último tenemos: k € [2/3 ; 4/3] 


Línea trigonométrica tangente 


La tangente de un arco en la CT es la ordenada del punto de intersección, entre el eje de la tangente y la 
| Nota_$ A A . prolongación del radio que contiene el extremo del arco. 


: Variación analítica de la tan- : 
: gente. 


Entonces: 


( tana. = yy A tan0 = y, ) 


Variación: 


=00 < tanx < +00; Vx EIR— (Qk+1)5): 


keZ 


Ejemplo: 
Determina la variación de: 


M= 2tana — 3; sia elllC 
Resolución: 


Por dato sabemos que a € IIIC, analizamos el siguiente gráfico: 


Entonces: 

0O< tana < + 00 

0 < 2tana < + co 
3 < 2tana, — 3< +00 


-3<M<+00 
Por lo tanto, la variación de M será: 
M € (-3; +00) 
Línea trigonométrica cotangente 

Nota $ A “, La cotangente de un arco es la abscisa del punto de intersección entre la recta tangente que pasa por el origen 
i Variación analítica de tu cotan- ¿ — de complementos y la prolongación del radio o diámetro que pasa por el extremo del arco. 

¿ gente. : 

: [angular : 

¿ [Función cota =X2 A COfO = Xy 

E a Variación: 


00 < cotx < +00; Vx E IR — (ka); 
keZ 


32 l Intelectum 4.? 


O A 


Línea trigonométrica secante 
La secante de un arco es la abscisa del punto de intersección entre la recta tangente que pasa por el extremo 


del arco y el eje x. ene 


3 Variación analítica de la secante. : 


ells ¡ [Variación ¡e | e | me | ive E 
seca. = Xy A SECO = Xy : angular E 

: Función : 

¡Ó : 9 E 
Variación: E EA E 


( 


1 <secx V secx< 1 
a ñ1. 
Vx ER (Qk+1)5):kez 


Ejemplo: 
Halla la extensión de: B = 3sec*x + 5 
Resolución: 


Sabemos que la variación de la secante es: 
secx < —1 V secx => 1 


Elevamos al cuadrado y multiplicamos por 3: 
secix> 1 
3sec%x > 3 
3secx+5>3+5 
3secóx +5 > 8 
B>8 
Luego, la extensión de B es: [8; +00) 


Línea trigonométrica cosecante pr 
La cosecante de un arco es la ordenada del punto de intersección entre la recta tangente que pasa porel: ha analítica de la cose- ; 
extremo del arco y el eje y. : cante, E 


angular : 


Entonces: E : 
Ea [ooo jo] 

cscO = yy A Cscf = y a d 
Variación: 


1 <cscx V cscx < -—1 
VxXxER- (kn ke Zz 


Q(O; y,) 


(D ARCO CUADRANTAL 


Los arcos cuadrantales son aquellos arcos dirigidos en posición normal, cuyo extremo coincide con algunos de 
los puntos de intersección de los ejes con la CT. 


Ejemplos: 


>x 


AN 
xo 


TRIGONOMETRÍA - TEORÍA UNIDAD 3 l 33 


KB) Ordena de menor a mayor; utilizando la circunferencia Resolución: 


trigonométrica. Usaremos valores positivos por tratarse de distancias. 
sen5”; cos10*; sen120*; cos170* y 


Resolución: (AB)? = (1-11)? + (senp)? 


. AB= y/1+sen?p 


Graficamos los ángulos y las razones trigonométricas en la CT: 


[4 7 Si 0 E IVC, determina la variación de P, en: tand = — 


Resolución: 

Como 6 € IVC, se tiene: 

Luego: 

0 > tan0 > —oo 
0 > 2tan0 > —oo 


1>2tan0 + 1>-—oo 
A cl IA 


Del gráfico, tenemos: 

cos10* > sen120* > sen5” 

cos170” <0 

Luego ordenamos: cos10* > sen120? > sen5* > cos170* 


3 
> Jl >P>-0 
E» Halla la variación de k, si: 3 
k = 2 3sen0 . PE (oo; 1/3) 
2 
Resolución: EJ) En la CT mostrada, calcula el área sombreada. 


Sabemos: —1 < sen0 < 1 


y 
Formamos la expresión k: 
Multiplicamos por 3: —1 Xx 3<(sen8) x3<1 Xx 3 Tu 
—3 < 3sen0 < 3 0 

Multiplicamos por (-1):  —3X(-1) = (3sen0) x (-1) = (3) X (-1) , 

1 1 

Cambia el sentido 
Sumamos 2: 3>-3sen8 > — 3 


5>2-3sen0 > — 1 
Dividimos entre 2: z > en >-1/2 Resolución: 


Al final tenemos: 52>k>-1/2 


rectángulos: 
-. kE [-1/2; 5/2] 


ED En la circunferencia trigonométrica halla AB, en términos de f. 


Arata = Ay +A, 
sen0(2c0s9)  sen0(2c0s0) 
= 4 
2 2 
Ar = sen0cos0 + sen8cosó = 2senOcoso 
Ar = 2sen0cos0 
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En el triángulo rectángulo AOB: 


Para hallar el área sombreada la dividimos en dos triángulos 


TOENTIDADES 
O TRIGSONOMÉTRICAS 


CD DEFINICIÓN 


Son igualdades entre razones trigonométricas, las cuales se verifican para todo valor de la variable angular en 
cuya razón trigonométrica que interviene se encuentra definida. 


CD IDENTIDADES FUNDAMENTALES 


A continuación analizaremos las 8 identidades trigonométricas fundamentales divididas en tres grupos: 
identidades recíprocas, por división y pitagóricas. 


Importante 


Identidades recíprocas 


0 0 0 


Demostración: 
Para demostrar la identidad recíproca (1) tomaremos como referencia el primer cuadrante de la circunferencia 
trigonométrica. 


seno. 


Por definición de razón trigonométrica: 


UP 1 E 
cscaL = PR a > cscasena = 1 


Observación 


Además tenemos que analizar el cociente y los valores admisibles para az. 


Es decir: sena 40 = a jz=nr,neZ 


Por lo tanto: 


Analizamos la identidad recíproca (1); del gráfico anterior y por definición de la razón trigonométrica tenemos: 


seca = PL - _1_ > secacosa =1 [ (cos0; send) = (x; y) ] 
OR cos ol A 


Analizando el cociente: 


cosa 0 => ax(2m+14%;neZ 


na 


Por lo tanto: 


Carcarasa= 1); va ema + 0d: nc 


Por último analizaremos la identidad (111); nuevamente observaremos el gráfico anterior y por definición 
tenemos: 


tana, = PR A cota = OR = cota = A = cotatana = 1 
tana 


OR PR 
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Importante 


Observación 
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Luego: 
tana 40 => afns; nez 


Luego: 
_cotatana =1_); Va ER- (E) nez 


Identidades por cociente 


tana. = sena cota. = cosa 
COS aL sena 


Demostración: 


Tomando en cuenta que: (x; y) = (cosa; sena) tenemos: tana = Y - Sena 
X Cosa 
Luego: cosa. 40 = a 4 (2n + 15: nez 
Por lo tanto: ¡Va EeR-(20+14%; neZz 
cos ol 2 

Por lo anterior tenemos: cota = YX = £050 

y seno. 
Luego: sena 40 = a na, neZ 

Ñ _ cosa |, fa 

Por lo tanto: | cota = a Y V a ER- (nx); neZ 


Identidades pitagóricas 


sena + costa = 1 tana + 1 = secu coa. + 1 =cscía 


Demostración: 
Tomando en cuenta el gráfico anteriormente mostrado tenemos: 


PR? + OR” =1 > senta + costa = 1; VOacR 


De la identidad anterior, la dividimos entre cos%ar: 


senta + costa _ 1 
2 O 
cosa. cosa. Ccos"a 


) > tanda +1= seca 


En este caso la restricción será para costa: costa 0 => af (2n + 15 ,nEZ 


> tana + 1= seca, va ER - (20+1)5; nez 


Por último dividimos a esa misma identidad entre sena: 


2 2 
(eno. m5 - L ) > 1 + cota =cscóa 


sena sena, sen al 


2 


La restricción sería, por este caso para sen“aL: sena 40 => afjm;nez 


> 1+ cota =csca ; Y a HR (na);n eZ 


En los siguientes ejemplos mostramos las diferentes aplicaciones de las identidades. 


sena tan a. + COS aL 


1. Simplifica: E = 
cosa cota + sena 


Resolución: 
Siempre es conveniente usar las expresiones en función a senos y cosenos. 


2 2 2 
seno. seno. )+ ee sena | cosa Sena +cos“a 
a COS aL — cosa - COS aL 
cos aL 2 2 
cosa) + Sena COS” AL. sena cosa +sen“a 
seña senal senal y 
Observación 
Identidad pitagórica 
2 2 
seno. (sena + cosa) _ sena 
E= 2 n= = tana 
cosa (cosa +senfa) “osa 
A AAA 
Identidad pitagórica L> Identidad por cociente 


secta 1 _ i=seta 
tana 


2. Demuestra: 


Resolución: 
Para demostrar esta igualdad, trabajaremos reduciendo el miembro de la izquierda. 


Identidad pitagórica 
ÁS 
secta —1 ja (secta — 1) (seca + 1) 


1 
tana tana 


secta-1_4_ (tana) (secta + 1) e 


tan?a tan?a 


Simplificando tan%o,, tanto en el denominador como en el numerador, concluimos: 


4 

se. = seca + 1-1 = secta 
tana : ua 
: Para la demostración de 
4 q : identidades se sugiere seguir 
sec 2 E seca : los siguientes pasos: 
tana : + Se escoge el miembro más 
operativo. 


: + Se transforma la expresión 


% 2 _ 
3. Sitana + tan'a = 1 a senos y cosenos (en 


¡P= - ¿ general). 
AA 3 + Seutilizan las identidades 
Resolución: ¿ — fundamentales. 


Multiplicamos la expresión dada por cotaz: epa : 


(cota)tana. + (cota.)tan?a. = (cota) . 1 (Aplicamos Identidad recíproca) 
1 + tana = cota. 
= tana = cota — 1 0. (1) 
Nos piden calcular: Observación 


P = cota. — tano, = cota — (cota — 1) = 1 


CD IDENTIDADES AUXILIARES 


Las siguientes identidades son muy utilizadas: 
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Problemas resueltos 


Resolución: 


Tomando en cuenta la nota dada anteriormente escogeremos el 
miembro de la izquierda por ser más operativo: 

[seca + tana. — 1][1 + seca. — tana] 

[seca + (tana. — 1)][seca. — (tana. — 1)] 

Hemos agrupado de tal manera, que se forme una diferencia de 
cuadrados, observa: 

seca — (tana. — 1) =1+tana — (tana — 2tana + 1) 
Entonces agrupando términos semejantes: 

1 + tana — tana + 2tana, — 1 = 2tana. 


Por lo tanto, se demuestra que: 
[seca + tana. — 1][1 + seca. — tana] = 2tana 


Resolución: 

Multiplicamos en aspa la expresión dada: 

(1 +cosx)(1 — cos x) — (senx) (senx) 
(senx) (1 — cos x) 


_ (1—cos*x)-— senta. 


— (senx)(1 — Cos xX) 


E= 


2 


Recordemos la siguiente identidad pitagórica: 
sen = 1 — cos*x 
Reemplazamos en E; obtenemos: 


sen?x — sen?x 0 


— (senx)(1—cosx) —  (senx)(1—cosx) 
E=0 


Resolución: 


Expresamos a R, en función de senos y cosenos: 
Identidad pitagórica 
E 


E E A senúa + cos%a 
cosa senta  cos“asenta 
- 1 
dile manes 
cos“asenta 


Sabemos que: 


(senza + cosa)? = ay 


2 


senta + 2sen%a.cosía + costa = 1 
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2 


senta + cosa + 2sendacos”a = 1 


Por dato: senta + costa = - 
Reemplazamos: 
, + 2sen*a.cos%a = 1 
A O A A 
2sen“acos”a = 1 777 


senta.cosóa = 
Nos piden calcular: 


DS: 


E 
senza cos a. - 


Resolución: 


1 
_ 1—secx(1+C0SX) _ 1 -— secx — secxCosx 
1-cscx(1-+senx)  1-—CSCX-—CSCXSENX 

1 


-1-secx—1 _ —Secx _ secx 
1-cscx=1  —CSCX  CSCX 
LL 
y = SeCX _ COSxX _ SENX _ tan x 
CSsCX _%1 COSX 
senx 
. Y =tanx 


Resolución: 


Sabemos por identidad pitagórica: 
secex — tanx = 1 

(secx + tanx)(secx — tanx) = 1 
A 


4 
(4) => secx — tanx = - 
Se forma el siguiente sistema: 
a =4 (1) 


-tanx= 1 
secx — tanx = 4 ... (11) 


Sumando (1) y (11): 


2seox=4+4= 1 
= E 00 
secx = 3 = COSX = 17 


Restando (1) y (11): 


= de lle -15 =$ 
2tanx = 4 3 = tanx = 3 > Cox = 35 


Reemplazamos los valores en la expresión: 
= - 158. Ss 
ES 17005x = 15(73)+ 1(57)=8+8 


0 ÁNGULOS COMPUESTOS 


Cuando estudiamos trigonometría nos encontramos con expresiones como: 


sen(a + f) y cos(a — f). 


Es importante escribir estas expresiones en términos de sena, cosa, senf y cosf. 


Puede resultar muy tentador reemplazar: sen(a. + B) por sena + senf y sen(a. — PB) por cosa. — cosf, pero 


esto es un error, para ello basta tomar: 


Entonces: 
_T _T A T mn _43+1 
a=F y PB=% sen (5-++)=senf=1 ; sen + sen a 
TD MX n_43 T n_1=43 
cos (+ 5) = 00s E = 77 0 COS cos 3 


CD IDENTIDADES DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS 
Identidades de la suma de dos ángulos 


sen(a + PB) = senacosf + cosa.senf 


cos(a + fB) = cosa.cosf — sena.senf 


tana. + tanf$ 


aa 1 — tanatanf 


Ejemplos: 

1. Calcula sen82? 
Resolución: 
sen82” = sen(45* + 377) 


= sen45*cos37* + cos45”sen37? 


242 4,42 3 
ES TZ 
142 
10 


CD PROPIEDADES 


1. Siendo f(x) = asenx + bcosx; x € IR 
se cumple: 


Va +b? <f(x) < Va? + b? 


2. S:A+B+C=x1t 
se cumple: 


tana. — tanf 


ao PS + tanatanp 


2. Calcula cos82” 
Resolución: 
cos82” = cos(45” + 377) 
= cos45*cos37” — sen45*sen37* 


3. SI:A+B+C=4 
se cumple: 


159) 


Identidades de la diferencia de dos ángulos 


sen(a. — BP) = sena.cosf — cosa.senf 


cos(a. — f3) = cosa.cosf + sena. senf 


3. Calcula tan8”? 


Resolución: 
tan8? =tan(45* — 377) 


— tan45” —tan37” 
1 +tan 45” tan 37? 


cotA + cotB + cotC = cotAcotBcotC 
tanAtanB + tanBtanC + tanCtanA = 1 


tanA + tanB + tanC = tanA . tanB . tanC 
cotAcotB + cotBcotC + cotCcotA = 1 


] También se puede usar: 
: cota + cotf$ + cot37” : 
a = cota.cotfcot37” : 


Ejemplo E 5 ,X+2,4_5 x+2 4 
Calcula "x $2 1 6 UU. 
¿o 23,x42_10 22) 
> Resolución: 65 "315 
a. + +37" =90* = tanatanf + tanftan37” + tan37%tana. = 1 a =41 222) 
2 5 5. 3,32_ 115 
5 APESTA iia a 
87 
RS + 
O Es 4(2+x) 10 A 
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Problemas resueltos 


Resolución: Resolución: 
E = 5(sen37”cosx + cos37“senx) — 3cosx Como: A+ B+C= 180* 
E = 5(% cosx + Lsenx) — 3cosx Por propiedad: 
5 5 tanA + tanB + tanC = tanAtanBtanC (1) 


E = 3cosx + 4senx — 3cosx 
Reemplazando el dato en (1): 


E = 4senx 3tanC + tanC = tanAtanBtanC 
4tanC = tanAtanBtanC 


MO o 


senxcosy + cosxseny = 3(senxcosy — cosxseny) 


4cosxseny = 2senxcosy ón 
_ SENxCOS y tan(a. + BP) = : 
dió ntialaia tana +tanB__ 4 1 
> E = tanxcoty =2 Alo 1-tanatang — 3 (1) 


Reemplazando el dato: tana. + tanf = 1 en (1): 


e, IR. 
1-tanatang 3 


> 3- 1 -tanatanp 
Resolución: PEE 
A= 2[sen(40* + 10) - 2c0s40*sent0*] secas all e ir 


A= 2[sen40*cos10* + cos40”sent0*” — 2cos40*sen10] 
A= 2[sen40*cos10? — cos40*sent0*] 

A= 2sen(40* — 10?) = 2sen30* = 2/5) 
A=1 


2 


Resolución: 


-4k_2 
Resolución: AS 
2] 400 20" + E senos] 
E 1 o, 1 o 
/2 | sento Er cab | 0+a=53 
0 =53” —a 
2[cos 60” cos25” + sen60”sen25”] > tan0 = tan(53* — a.) = pei 
= 1 + tans3tana 
2 [cos 45*sen10? + sen45” cos 107] 
4_2 pa 2 
o _ ono =D 
_ 2005(60* 25") _ /Zcos36" A 
V2sen(45* +10)  Ssens5” ES 9 9 
: = E 
E- /2 .. tan0 = 17 
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CD IDENTIDADES DE ÁNGULO DOBLE 


*  sen20 = sen(6 + 0) 
= sen6cos6 + cosOsend 


> [sen20 = 2sen0cosO ) 


*  cos28 = cos(6 + 6) 
= cos6cos6 — senGsend 


> [00820 =cos?0 — sen? 


Además: 
*  cos20 =cos*0 — sen%9 + cos20 =cos”0 — sen0 
=(1- sen9) — seno cos20 =cos*0 — (1 — cos?) 


> |[c0s20 =1 -— 2sen%0 > [00520 = 2c0s”8 — 1 


*  tan20 = tan(0 +0) 


— Han0 + tanó 
1 — tanOtano 
= tan20 = AE. 
1 —tan*0 
Ejemplos: 
1. Si tan0 = AS halla sen26. 
Resolución: 
sen20 = 2sen6cosO 
V41 sen20 =2. A 
4 /41 /41 
40 
sen20 = — 
sá e 41 
5 
2. Sisen0 = e calcula cos20. 
Resolución: 


cos20 = cos”0 — sen0 
13 a Py E 
5 cosza (55) 13 
144 _ 25 119 
a 3 m C0s20 = 169 — 169 = 169 


3. Si: tano + 5tan0 = 1, calcula tan20. 
Resolución: 
Del dato: 1 — tan?0 = 5tan0 


Luego: tan20 = a. 
1-tan*0 


o ÁNGULOS MÚLTIPLES 


Observación 


: De las identidades de ángulo 
: doble se deducen: 


cot0 + tan0 = 2csc20 
cotó — tan0 = 2cot20 
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CD IDENTIDADES DE ÁNGULO MITAD 


cos9 = 1 — 2sen? 0 cos = 2c05?29. - y sen. 1 -cos6 
2 2 tan = 2 - pa 
2sen? o. = 1 — cos 20059. = 1 +c0s0 2 cos Je coat 
Observación >| sg 2 ¡EE . 0032 [EP | e, /T=co0s0 
2 2 2 2 tano =+4/ 70080 | 
Ejemplos: 
1. Si: cosx = E A 90% <x< 180”, 2. Si: cos0 = - A 0? < 0 < 90”; calcula cos = 
calcula senz. Resolución: 
sind: 07 <0%<90" > 00<Í <45 > Lelc 
90 <x< 180 = 45" < 7 <90 cos 0 =, /TEcosO 


2 
e 
; COS 24 
21413. 45 46 
oo ! 276 Y6 
: De las identidades de ángulo E z senX = 4/30. 


¿ mitad se deducen: : - 2 6 
- CD) IDENTIDADES DE ÁNGULO TRIPLE 


a 
coto = csc8 + coto : *  sen30 = sen(6 + 20) = senOcos20 + cosBsen20 


=sen0(1 — 2sen*0) + cos0(2senOcosO) 
=sen0 — 2sen%o + 2sen0(1 — sen%0) 


= | sen30 = 3sen0 — 4sene 


*  cos38 = cos(0 + 20) = cosOcos20 — senOsen20 
= cos0(2c0s”0 — 1) - sen6 (2senOcos6) 
= 2c0s%9 — cos9 — 2(1 — cos“9)cose 


= | cos30 = 4cos%9 — 3cos0 


*  tan30 =tan(0 + 20) = pr iena. 


il , 2tan0 


tan0 + 


A : 2 

¿ De las identidades de ángulo : 2 4t-tan0_ 

: triple se deducen: : 4 —tano 2tan0 

: 1-tan%0 
* sen3x = senx(2c0s2x + 1) 


* Cos3x = cosx(2cos2x — 1) : = | tan39 = 3tan 0 — tan9 
» ¿4senxsen(60 — x)sen(60+x)  : 1 —3tan?0 
= sen3x : 


- 4cosxcos(60 — x)cos(80+x) ; : 
= COS3x : Ejemplos: 


+ tanxtan(60 — x)tan(60 + x) 1. sen27” = 3sen9* — 4senó9 4. tan63” = 3tan21? —tan“21 
EAN 2. cos51” =4cos*17 — 3cos17" 1 31ñ a 
ORI PRE NRP 3, coi5x a dos 5% _ Acoshk 5. tan90 pe 3 tan 30 == tan 30 


1 — 3tan?30 
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Problemas resueltos 


Resolución: o 

SB Resolución: 
se 2senx (Coco sacos AR008as) W= Asenxcosx(cos?x - sen*x) 
E = Sen2X cos2xcosáxcos8x W= 2.2 Senxcosxcos2x 

2senx W = 2sen2xc0s2x 
E- (2sen2x cos 2x) cos 4x cos 8x W = sen4x 

Asenx a 
E — 2sen4xcos4xcos8x _ sen8x cos 8x Reemplazando x = -¿, tenemos: 
8senx 8senx ash ñ ] 1 
E - 2sen8xcos8x _ sent6x - 2 
16senx 16senx 


Utilizando la fórmula: 
E = COSXCOS2XCOS22XC0S2%Xx 


— sen22+1x _ sent6x 
93 +1 senx 16senx 


Resolución: 
Sabemos que: 


sen80” 


2cot2x = cotx — tanx 


1 + cos80” 
A = tan0 + 2tan20 + 4tan40 + 4(2cot80) sen80”__ _ tano 
A= tano + 2tan20 + 4tan40 + 4(cot40 — tan40) 1 +cos80” 
A= tan0 + 2tan20 + 2(cot20 — tan20) , 2sen40”cos40% _ tano, 
A= tan9 + 2cot20 1 +2c08?40"-1 
A = tan0 + (cot0 — tan0) = coto Simplificando: 
A= cotO SenA0" = tana 

cos40 


tan40” = tana = a = 40? 


Resolución: 
tE: 
sen2x = 0,4 = 5 
se (27 A | 
Resolución: (2senxcosx)' = (2) = 4senóxcos”x = 25 
Del gráfico: 
tanda = 9 Ains 4 Sabemos que: 
di Ñ (sen?x + cos?x)? = 1? 
Por identidad: sentx + 2senxcos*x + costx = 1 
2tana 2 2 
tan2a. = ía A ($3 xcos ) a 
4 8 4 
2 9 
Go 0 a >, 9__28x sentx + osx + - =1 > sentx + cosÍk=1— e 
Xq (2 2 6 Xx 216 F 
Xx y 
4 4,23 _ 
50% -144=8l => =144 — .x=12 dd 
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Como: sena = (5 = Cosa = eS 


1+ (=$) 
Resolución: Ey) JE 
Sabemos que: 2 2 6 
ii . a %* _ 
cot(-;-) = Cscx + Cotx it di TS /6 
A=cscb" + csc10” + (csc20* + cot20”) 2 


A=cscb" + (csc10* + cot10*) 
A=csch" + coto” 
A= cot2"30' 


Resolución: 
4E=4 cos*20” + 4cos*40* 
cos 20” + cos 40” 
Resolución: Utilizando las fórmulas de degradación: 
E = (csc(90? - x) + cot(90* — x)) - col 450 — A ) 4E- (3cos 20? + cos 60”) + (3 c0s 40” + cos 120”) 
cos 20” + cos 40” 
Sabemos que: o o ' : 
4É = 3008207 + cos 60” +3c0s 40 —Cos60 
Csc0 + cotó = cot(£>) cos 20” + cos40 
di 3(c0s 20” + cos40”) 
E= co 2) we cot(45" Es 5) H= —cos20% + cos 40" ci 
2 2 
3 
NN o XY_ o_X “ E=zZ2 
E =cot(45”— >) - cot(45* — -;) 4 
E=0 
Resolución: Resolución: 
0 _, /T+cos8 cosóx — (4cos*x — 3 cos x) 
coto =+/ 10050 ES 


sen*x + (3senx — 4sen*x) 


2 Pa 
E e paso =(-3) =(- SN E- cos?x — 4cosóx + 3008 x 


sen?x + 3senx — 4sen?x 


9 _ 1+c0s8 
4 1-cos8 E= —3c0s*x + 3c0sxX _ 3cosx(—cos”x +1) 
9 — 9cos0 = 4 + 4cosO 3senx — 3sen*x 3senx(1 — sentx) 
e 2 
5 e E- 3cosx(sen'x) — SOX _ tam 
cos9 = 13 3senx(cosx)  COSX 


Resolución: 
Haciendo: x = 60% — a 


Resolución: 


= senx = > , además: a. = 60? — x 


Luego: senda = sen3(60* — x) = sen(180* — 3x) 
sen3a. = sen3x = 3senx — 4senk 


> F = senda. = a(5) pS 4) 
3 


Como: a € (a; e) > a e lc 


Además: -1 <a < $ > AA 


_T [04 T 
2 2 4 
a 

>= elNVC 28 

= 27 
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TRANSFORMACIONES 
O TRIGONOMÉTRICAS 


Las transformaciones trigonométricas son utilizadas para convertir sumas o restas de razones trigonométricas 
en producto y viceversa. 


Las transformaciones trigonométricas se dividen en: 


CD TRANSFORMACIONES DE SUMA O DIFERENCIA A PRODUCTO 


cosA + cosB = 2cos 


sms senB = 2sen dia B) cos Yo Ed ] As 5) cos As E) 


senA — senB = 2cos cosA—cosB=-—2sen 


AA son A Ar) .sen An 


Ejemplos: 
Transforma a producto: 


a) sen100* — sen50” = 2cos (106 > Ed ) sen 90 y a) 


= 2c08s75” . sen25” 


Importante 


la: 


b) cos70” — cos80” =-—2sen de E eL a ) 


= 2sen75” . sen5”? 


Propiedades 
SeaA +B +C = 180”, se cumple lo siguiente: 


senA + senB + senC =4cos 7 , cos >. cos E cosA+cosB+cosC=4sen 5 senD-sen > +1 


sen2A + sen2B + sen2C = 4senA . senB . senC cos2A + cos2B + cos2C = — 4cosA . cosB . cosC — 1 


CD TRANSFORMACIONES DE PRODUCTO A SUMA O DIFERENCIA 


2senA . cosB = sen(A + B) + sen(A — B) 2cosA . cosB = cos(A + B) + cos(A — B) qu 


3 Identidades auxiliares 


2cosA . senB = sen(A + B) — sen(A — B) 2senA . senB = cos(A — B) — cos(A + B) | O ñ 75 


seníA + senB = 1 — 


Ejemplos: cos(A + B). cos(A — B) 


Transforma a suma o diferencia: 


a) 2cos7a . sen5a = sen(7a + 5a) — sen(7a — 5a) 
= sen12a — senza 


b) 2c0s30 . cos28 = cos(30 + 20) + cos(30 — 20) 
= COsg0 + cosO 
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Recuerda 
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Propiedades adicionales 


T 3n 51 (2n-1)1 _4 
di rd er id Er En+1) =2 
27 4 6T. 2n1 4 
cos ¿q + 008 7 + 008 7 E o. + 008 7070 =—>x 


Aplicaciones de las transformaciones trigonométricas: 


1. Factoriza: 
M = cos8x — cos7x . cosx — cos10x . cos2x 


Resolución: 
Transformamos de producto a suma: 


cos7x.cosx = 20057X.C0SX _ COS 8x 3 cos 6x 


cos10x.cos2x= 2:08 — cos2x _ cos12x - cos 8x 


Nm 


. Simplifica la expresión: 


-— sen10” + sen20” + sen30” 
cos 10” + cos 20” + cos 30* 


Resolución: 

Agrupamos convenientemente: 
_ (sen30* + sen10”) + sen20” 
— (cos30* +cos 10?) + cos 20? 


Transformamos a producto: 
a) sen30* + sen10* 


_ 30" +10 30% —10* 
=25en (| > ) 005( > ) 


= 2sen20*cos10* 


om 


— sen5x + sen3x 


= , cuando: x= rad 
cos 5x + COS 3X 


12 


Resolución: 


Transformamos a producto el numerador y 
denominador de la expresión dada: 


BX + 3X BX— 3X 
25en( > ).cos( > ) 
_ 5X + 3X Bx — 3x 

2c0s| > ),cos( > ) 


=> 


. Calcula el valor de: 
. Simplifica: 

P = sen2x + sen4x + sen6x + sen8x 

Resolución: 

Agrupamos de manera conveniente y obtenemos: 

P = (sen2x + sen8x) + (sen4x + sen6x) 

P = 2sen5x . cos(—3x) + 2senSX . COS(—x) 


P = 2sen5x . cos3x + 2sen5x . COSX 


Reemplazamos en M: 


M=cos8x (cos8x +cos6x) (cos 12x+cos8x) 
E E : Ñ 


M= 2 (2coséx - cos8x — cos6x — cos12x — cos8x) 


M= $ (cosóx + cos12x) = -H(20080x . COS3X) 


M = — cos9x . cos3x 


b) cos30* + cos10* 
e 30” +10* 30” -10* 
=2C0s > ) cos| > ) 


= 2cos20*cos10” 


Reemplazamos a y b en (1): 


M= 2sen20” cost0? + sen20” 
2c0s 20” cos10” + cos 20* 

_ sen20”(2cost0* + 1) 

— cos20”(2cos10” + 1) 


— sen20* 
cos20” 


-.E=tan20" 


— 2sen4x. Cos x 
2c0S4x .COSX 


— sen 4x 
cos 4x 


=> P = tan 4x 
Reemplazando el valor de "x" tenemos: 


P= tan1 (47)]> P =tanE 


.P=43 
P = 2sen5x(cos3x + cosx) 


P = 2senbx(2c082X . COSX) 
P = 4sen5x . COSZX . COSX 


Problemas resueltos 


Resolución: 


2005952) : cos (PA) y cos 3x 


Ñ 250n( 72) 005 45X) + sen3x 


2 


|= 2c0S 3x .COS 2X + COS 3X 
2sen3x .cos2X + sen3x 


_ cos3x(2c0s2x+1) 
— sen3x(2c0s2x +1) 


=> | = cot3x 


Resolución: 
M= n-— cos5” , a sens” 


M 


_ sen(30” +5”) +sen(55” — 5”) 
_ 2 


cos(35” — 5%) — cos(35* + 5%) 
+ 2 


M = sen60” + sen50” + cos 30” — cos 40? 
2 


Ya Y3 


AP +sen50* + UE sen50 


Resolución: 
al - 2(2sen10*sen70”) 
_ 2sen10 
| 1 - 2(cos(10* — 70”) — cos(10* + 70*)) 
a 2sen10* 
pe 1 - 2(cos(-60*)-— cos80”) 
5 2sen10” 
¡ 1>2(c0860* —cos80*) _ 1-2c0560? + 200580" 
_ 2sen10” _ 2sen10” 
1 =2(5)+ 200880" E : 
[= 2 _ 2c0580” _ cos80 
2sen10” 2sent0?  sent0? 
_ sent0? Li 
da sen10? SiN 


Resolución: 
Ñi= 2c0s 2x . sen7x + 2sen3x . cos 8X 
N 2 2 


N= sen(7x + 2x) + sen(7x — 2x) mn 


sen(3x + 8x) + sen(3x — 8x) 
úl 2 


N — Sengx + senóx y sen11x + sen(—5x) 
_ 2 


N = Sengx + sen5x + sen11x — senóx 
2 


N - Sengx + sent1x 
2 


9x + 11x 9x— 11x 
25en( 2 ) cos( > ) 


N= 


N = sen10x . cos(-x) = sen10x . cosx 

an 37 ITA = 56 ($7 o 
N =senf10. 20) 00s( 39) = sen( > Jeos27 
 —— 


=N = -cos27* =l 


Resolución: 


a—3b+3a-b E) 
2 2 


- 25en( z sen 


2a+2b 2a—2b 
250n( 2522) ] cos| > ) 


A= 


_ senz(a— b).sen(—(—a-—b)) 
— sen(a+b).cos(a-—b) 


Ne 2sen(a — b).cos(a-—b). sen(a + b) 
_ sen(a+b).cos(a-—b) 


Resolución: 
Factorizamos (5) en la expresión a reducir: 


T= ES sen 29" 


> A = 2sen(a — b) 


T= 5[sen 37* + sen 23] 

Transformamos a producto: 

T= 5|25en (2) , | 
2 2 

T= 10sen 30* cos7* 

iS 10( += )eos7" .. T= 5c0s7* 
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UNIDAD 4 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


CD) CONCEPTOS PREVIOS 


Noción de función 
Sean A y B conjuntos diferentes del vacío, se llama función f al conjunto de pares ordenados (x; y) tales que para 
cada x € A existe uno y solo un elemento y € B. 


f(x) = (xy) € IR? y = f(x) v x € Domf) 


Observación 


Dominio de una función 
Es el conjunto de todas las primeras componentes de los pares ordenados que define a la función, y se denota 
por: 

Domf = (x € A/ (x; y) Ef) 


Rango de una función 
Es el conjunto de todas las segundas componentes de los pares ordenados que define a la función, y se denota 
por: 

Ranf = (y €B/ (x y € f) 


Gráfica de una función 
Se denomina gráfica de una función real de variable real al conjunto de puntos en el plano cartesiano cuyas 
coordenadas satisfacen la condición y = f(x). 


Ejemplos: 
1. Calcula el dominio de la función: 2. Halla el rango de la función: 
ZE — Y+sengx 
f(x) = senax + Senx f() = z 
ba Resolución: 
Resolución: 
Atenció Para que f(x) exista, sen3x 4 0= 3x4 0, 1; 21, Se sabe que: 1 < sengx < 1 
az 8 <9 + sen3x< 10 
3xEnr;nez 
9+sen3x _ 5 
ssl do A ES | 
. -m-_Í/nz71. 
Dom = IR (Lnez 2<f)< 5 


-.Ranf = [2 5] 
3. Construye la gráfica de la siguiente función: 
f(x) =-4 


Resolución: 
Es claro que Domf = IR, luego tabulamos algunos valores para hallar la gráfica. 
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CD TIPOS DE FUNCIONES 


Función par 
Una función es par si: 


Observación 


Ejemplo: 
9 =x* -2 


Hallamos f(-x): 
(== (=x?-2 
=é=2 


= fx) 


Función impar 
Una función es impar si: 


f(=o = f(x), VXA -x E Domf Obevación 


Ejemplo: y di 
9 = 
Hallamos f(-x): 
(== (ey x 
= e 
== 10) 


Función creciente 
Una función es creciente en un intervalo de su dominio, si para todo par de números x+, Xx, de dicho intervalo 
se cumple: Observación 


Xy <X2 = flxy) < f(xo) 


Función decreciente 
Una función es decreciente en un intervalo de su dominio, si para todo par de números xy, x> de dicho intervalo 
se cumple: 


Xy <X2 = flxy) > f(Xo) 


Función periódica 
Una función es periódica, si existe un número real T 4 0, tal que para cualquier x de su dominio se cumple: 


f(x + T) =1(0), Vx, x + T € Domf 


Ejemplo: 

Halla el periodo principal de: f(x) = senx 

Resolución: Hacemos: cosT = 1 A senT =0 arenas 7 Nota | 
= en , + . : 

FS eT) > T=2Akm keZ : El número T se denomina : 

sen(x + T) = senx T=2x; 41; 61. ¿ periodo principal, si es positivo : 
d A ¿ y mínimo entre todos los 
senxcosT + cosxsenT = senx .*. El período principal es 27. : períodos positivos. 
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: [Dominio R R 


¿ [Rango [ 


ll 
: [Periodo(T)| 21/7 21 


Función 


¿ [Dominio R 


coséx | 2+cosx |: 
Ro|: 


¿ [Rango | [01] | [1:3] 
¿ [Periodo(T)| 1 2m 


is . 


Función: 7tanx 
: Dominio: R- (2k+1)F:kEZ ; 
Rango: IR 


: Periodo(T): 
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CD FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Son el conjunto de pares ordenados (x; y) tal que la primera componente es un valor angular expresado en 
radianes y la segunda el valor obtenido mediante una dependencia funcional. 


Función seno 
f=(( y € IR? / y = senx; x e IR) 


Tabulando valores 


Gráfico 

Análisis del gráfico: 

* Dominio: Domf = IR 

* Rango: Ranf = [-1; 1] 

* Período: T =21 

* Función impar: sen(-x) = —senx 
+ Curva: senoide 


Función coseno 
f = ((x; y) € R?/ y = cosx; x e IR) 


Tabulando valores 


Gráfico 

Análisis del gráfico: 

+ Dominio: Domf = IR 

* Rango: Ranf = [-1; 1] 

* Período: T = 2x1 

* Función impar: cos(—x) = Cosx 
+ Curva: cosenoide 


Función tangente 
f= ((x; y) € IR? / y = tanx; x € R-— (2n + 1) F:neZ) 


Gráfico 

Analisis de gráfico: 

+ Dominio: Domf = IR —; (2n + 1) 
+ Rango: Ranf = IR 

* Periodo: T= TC 

* Función impar: tan(—x) = —tanx 
* Curva: tangentoide 


hnez 


NE 


Función cotangente 
f= ((x y) € R?/ y = cotx; xe R—nr;n eZ) 


Gráfico 


Análisis del gráfico: 

+ Dominio: Domf = IR — (nx); n € Z 
+ Rango: Ranf = IR 

* Periodo: T= TC 

* Función impar: cot(-x) = —cotx 

* Curva: cotangentoide 


NE 


Función secante 
f= ((x: y) E1RÉ / y = secx; x e IR — (2n+ 15; ¿neZ) 


Gráfico 
Análisis del gráfico: 
* Dominio: 
Domf = AR — ((2n + 1) SH nez 
« Rango: Ranf=IR — ( — 1; 1) 
=> secx € (—oo; -1] U[1; +00) 
* Periodo: T =21 
* Función par: sec(-x) = secx 
* Curva: secantoide 


Función cosecante 
f= ((x: y) ER? / y = cscx; x € R— (nr); ne 2) 
Gráfico 

y Análisis del gráfico: 
Dominio: Domf = IR — (nx), n € Z 
Rango: Ranf = IR — (1; 1) 
= Cscx E (—oo; —1] U[1; +00) 
Periodo: T = 21 
Función impar: csc(—x) = —Cscx 
Curva: cosecantoide 


Nnla 


Ejemplos: 


EE: JOAO 


: Función: cot?x 
: Dominio: IR — (na); n e Z 
: Rango: [0; +00) 


: Periodo(T): 7 


ne 
¿ Función: sec?x : 
mides z a 
: Dominio: IR ((En+15knez E 
¿ Rango: [1; +00) 


: Periodo(T): m 


pm: 


: Función: csc(9x -3) 


4 
kr 


: Dominio: IR — (S+<gjinez 


36 


a Rango: R -(-1; 1) 
¿ Periodo (T): 2% 
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Resolución: 


Sea el punto P = re a). 


a= cos(-4-) = cos 
(42 
(4 7) 


ED Dada la función definida por: 
f(x) = 3]cosx] + 4, Vx € IR 
Halla su rango. 


Resolución: 
=1<cosx<1 = 0< |cosx| < 1 

0 < 3|cosx] < 3 

4 < 3|cosx]+ 4 < 7 
> Ranf = [4; 7] 


ED Hallar el máximo valor de: 
f(x) = cosx(cosx — 4) + 7 


Resolución: 

f(x) = cos?x — 4c0sx +7 

f(x) = cos?x — 4c0sx +4+3 
A 

£(x) = (cosx — 2)? + 3 


Como: 
1 < cosx < 1 
-3 < cosx-2<-1 
1 < (cosx — 2)? <9 
4 < (cosx — 2)? +3 < 12 


Luego: El máximo valor de f(x) es 12. 


ER Halla el dominio de la función: 
f(x) = 3tan(2x = El 


3 
Resolución: 
2x3 =(20+1)7 =n0 + 5 
x=np+ PE =nr+ 2 
x= M4 
Domt=R= [1 Glez] 
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ES Determina el dominio de: 


= PERSO 
f(x) = 11sec(x - ) 
Resolución: 
Función de referencia: y = secx 
Domí=R- ((2n+1)5 /neZ) 


Js uN 
k= > (2n +1) > 
S O O 
x=nT+ 7) + 4 =(n+3)n 
x= (4n+ 37 
Domf=1R — ((4n +3) 7 /n EZ) 
(6 ) Determina el dominio y rango de: f(x) = 3sec2x 
: esc 4x 
Resolución: 
Restricciones: 
sec2x:2x H (+15 => x 4 (+0 


cscÁx: ximo xs E 
De(1)y(2):x 4 E 
> Domt=RR= [E /k eZ] 


Reduciendo: 


1 
(52) _ 3senáx _ Gsen2xc0s2x 


qa 1 ] COs2x CO0s2X 


sendx 


f(x) = 6sen2x 
=1< sen2x< 1 
— 6 < 6senx < 6 


= Ranf= (-6; 6) — (0) 


Halla el periodo de la siguiente expresión: 


G(x) = sen( $ E 48x) + cos 222.) de sen 12x ) 


3 EE 
Resolución: 
Dato: 
G(x) = sen( - 48x)+ cos| ES E : )+ sen 12 ) 
HÁZ AG AAA 
Ta T, Ta 
Se deduce que: 


1 ET == > == 


MCM(1;57;71) 35 
A 


CD CONCEPTOS PREVIOS 


Antes de estudiar las funciones trigonométricas veamos las siguientes definiciones: 


Función inyectiva 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
O INVERSAS 


Una función es inyectiva cuando cada elemento del rango tiene un único elemento en el dominio al cual está : Xx Y 
asociado. Es decir: f(xy) =1(X9) = Xy =X> : 


Función sobreyectiva 


Una función f: X — Y, es sobreyectiva si y solo si para todo y € Y existe por lo menos un x € X tal que f(x) = y. ¡ =fes inyectiva 
es E X Y 
Función inversa : 
Si una función es biyectiva (inyectiva y sobreyectiva), entonces existe una función inversa. E 
Las funciones trigonométricas por ser funciones periódicas no son inyectivas, pero podemos restringir su : 


dominio para así conseguir las funciones inversas. 


CD FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Las restricciones de las funciones trigonométricas son: 


f(x) = Y 


¡ =fes sobreyectiva. 


Recuerda 


Tomando en cuenta estas restricciones definimos las funciones inversas de las funciones trigonométricas 


Función seno inverso o arco seno 


losa Y: = arcsenx 


Dominio: [-1; 1] 


Rango: (5 5] 


Ejemplo: 
Determina el valor de las siguientes expresiones: 
1. arosen[ 2) 
2 
0 = arcsen| E) 
2 
- EM opa R 
= sen8 = > ¿0EES; 71 ..8= 3 


Función coseno inverso o arco coseno 


ñ 


2) 


Ze arocos|- $ 


QL = arccos| —- == 
NE 


=> C0SQ =— 


Dominio: [=1; 1] 
Rango: [0; 11] 
= arccosx 
2) 
LE aeln] :.0=%% 
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Importante 


Hay diferentes formas de re- : 
: presentar una función inversa, ; 


¿ por ejemplo: 


¿ sen” ?x = arcsenx 
¿ cot"Íx = arccotx 


¿La notación inversa 


: y = sen 'x no debe confundir- 


1 


E se con —_. es decir: 


A A 
: sen + 


¿Esto es, para todas las funcio- : 
: nes trigonométricas inversas. : 


senx 


1 
senx 


Recuerda 
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Función tangente inversa o arco 
tangente 


Dominio: IR 


Ejemplo: 
Determina el valor de las siguientes expresiones: 


1. arctan(-1) 
PB = arctan(-1) 


>tanB =-1; Pe (o 5) 


Dominio: 
(=oo; =1] U[1; +00) 


Rango: 
(0zpo(za 


Ejemplo: 
Determina el valor de las siguientes expresiones: 


1. arcsec(—4/2) 
a. = arcsec(—42) 
>seca= 4/2 


_ án 


U 4 


Propiedades 


1. FT[arcFT(n)] = n; n e Dom (arc FT) 
* sen(arcsenx) = x; x € [-1; 1] 


*  cos(arccosx) = Xx; x € [-1; 1] 

+ tan(arctanx) =x; x € IR 

*  sec[arcsecx) =x;x € IR — (-1; 1) 

*  csclarcescx) =x; x € IR — (-1; 1) 

e cotlarccotx) = Xx; x € IR 

También se cumple: 

si: x € [-1; 1] 


*  arcsenx + arccosx = 


xr 
2 , 
TD dis . 
* arcsecx + arcoscx = >, si: x € R— (21; 1) 


y = arccotx 


2. arccot(/3) 
6 = arccot(/3-) 


> cotó = (3; 4 E(0; m1) 


T 


y 


Función cotangente inversa o arco 
cotangente 


Dominio: IR 


Rango: (0; Tr.» 


Función cosecante inversa o arco 
cosecante 


T/2|--- dd 
y = arcescx Dominio: 
Y (=oo; -1]U [1; +00) 


--- 1/2 


: aroso| 5/3 ] 


p= arcoso[ 5/3) 


> csch = 213 


>X Rango: 
[550)u(0:3| 


E 


. arcFT[FTO] = 1; VO € Ran(arcFT) 


arcsen(senx) = x; x € [- a 5] 


arccos(cosx) = X; X € [0; 11] 


arctan(tanx) =x; x € (- L. 5) 


2 


arcsec(secx) = X; x € [0; m1] — 


12) 


arcesc(cscx) =x; x € 5 5] (0) 


arccotícotx) = x; x € (0; Tc) 


+ arctanx + arccotx = $ 


si: x € IR 


Resolución: 


a) y = 2arcsenx 
Sabemos que el dominio es: [-1; 1] 


Para hallar el rango hacemos: => < arcsenx < EN 
Multiplicamos por 2: 
TT < 2arcsenx < Tm 

oa) 


y 
Entonces: Rango: [—1t; 11] 
La gráfica es: 
y 
y = 2arcsenx 
Xx 
Xx 


b) y=4arccos > 


Hallamos el dominio: 
pe ES a <1= -2<x<2 = Dominio: [-2; 2] 


Hallamos el rango: 
0< arCCoS <T = 0<larccosL <4r > Rango: [0; 411] 


La gráfica es: 


A A 
1 
[ 
1 


- y = 4arccosx 
A 7 


Resolución: 


Sabemos por propiedad que: 
arctan(-x) = — arctanx 
sen(—x) = — senx 


Aplicamos esto en A y obtenemos: 


A= sen [- arctan (5) 


A=- senarcan (5) 
a dl 


0 


Luego: 


- L ae 
o = aran 5) > tano = (5) 
4 a > ai=5 41? 

a= 4/26 
O AS 
5 
<1_428 426 

= sen8 = o 
Por lo tanto: 
A=- senó = 28 
Resolución: 
Piden: 

-_arctan3 

2arctan(-3) 
Sabemos: 
arctan(-x) = —arctanx, si: x € IR 
Como 3 € IR, entonces: 
arctan(-3) = —arctan3 
Reemplazando en la expresión Q: 
=0=. _Adan$_ 1 
2(—arctan3) 2 

Qee 
QS > 
Resolución: 


V = sen(arctan/3 + arccsc2) 


T T 
3 6 
V= sen( $ + $) = sen 21z) 


Resolución: 


R = arctan 


3 a 
7g <1=>n=0 


TRIGONOMETRÍA - TEORÍA UNIDAD 4 l 55 


e 28 |_ 28 
R = arctan 28-317 arctan 25 
28 28 


R =arctant =>R= E 


Resolución: 
Piden: 
P= tan(arctan > + arctan—) 

e 3 1 
Sea: O = arctan 5 + arctan 7 
Por propiedad: 

bi 
8 = arctan + Kar 
ico 
54 
¿3 
Como: 5:12 <= k=0 
17 
= 0 =arctan E +(0)m 
20 
=> 0 = arctan1 = tan0 = 1 
Entonces: 
P =tan(0) = 1 

“.P=1 
Resolución: 
Piden: 


S= sen'(arocos E )pectarctan 42) 


Sea: 

E Sol 
0. = AICCOS=7 = COSO = y 
9 =arctand2 = tano = /2 
Entonces: 

S= sen“(a)sec0) 


S = (1 - costa)(1 + tan*0) 


pod 0-1 


56 l Intelectum 4.2 


+0 


Resolución: 
Piden: 


M = sen(arctan /5) . cos(arccot2/2 ) 


Sea: 
arctan/5 = a = tana = /5 
arccot2/2 =P = cotf = 242 


Resolución: 


De la expresión: 


0 = arctan [09 arta 5 sen(arctan AZ, 


Sea: a = aretan 12 > tana = E 
V5 
V2  =sena = 
3 
Luego: 


8 = arctan(cos(arctan(/5 . sena.))) 


(3 


AZ 
15 


0= aretan[cos (arcan(/5 ] 22) 


d5 
9 = arctan(cos(arctan /2 )) 


Sea: arctan/2 =P > tanf = /2 


a 


=cosp = 1 


al 


1 
Entonces: 
8 = arctan(cosf) 


a A E 
O = arta 7) = 6 


») 


ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


CD DEFINICIÓN 


Son igualdades condicionales que presentan funciones trigonométricas ligadas a una variable angular y se 


cumplen para un conjunto de valores angulares que hace posible la igualdad original. i trigonométricas: 
Ejemplos: e oaeñeS 5 
: 1 
1 1 T ¿+ sen(eX)= 2 
. = . = . —=-_ = : 2 
senx= 3 tansx 3 sec 3 2x) 4 : 


*  C0S2X= 


ls] 


CD) ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS ELEMENTALES 


Son ecuaciones de la forma: 


Donde: 
FT: función trigonométrica Xx 


Además A; B y N constantes conA +0 


Ejemplos: 
. sen(x+2)= E . tan(s-4)= E . sec(3) =2 
. cos(2x + 7) =1 . cot(4x + E) =1 * cse(lx— 1) =5 


CD VALOR PRINCIPAL DE UNA ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA ELEMENTAL 


FT(Ax + B) =N 


variable angular 


Es aquel valor que pertenece al rango de la función inversa. 


Sea la ecuación trigonométrica: 


FT(Ax + B) =N 


= VP =arcFT(N) 


+ cotíx+ 18%) =1 «oso 27%) =-1 


N: valor admisible 


Donde: 

Ejemplos: 

; HU _X 
cos( )> > > VP 6 


e tan( 


2x1 


+ tanx + tanx? = 2 


4 


)=43 > Ve =2 
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Observación 


Observación 
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CD) SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Es un número real (ángulo expresado en radianes) que satisface la ecuación trigonométrica dada. 


Ejemplos: 
1. Resuelve la siguiente ecuación: 


senx = 2: para x € [0; 211] 


Resolución: 


Analizando en la CT: 


Del gráfico se observa que los valores que 
satisfacen senx = > son: 


T 
ANS 


Las soluciones son: E y e 


2. Resuelve la siguiente ecuación: cos2x = 0 
Resolución: 
Haciendo un cambio de variable 2x =0 = cos0 = 0 


Analizando en la CT: 


Del gráfico se observa que todos los valores de O 


. 2.31, 5. 71, 
LaS 


Los cuales en forma general se expresan como: 


9=(2N-1)5;nEZ 


Luego: 2x = (2n — 1) 


xr 

2 
Entonces: x = (2n — de nez 

(D EXPRESIONES GENERALES 


Para el seno: E¿=kxr + pl] VP Para el coseno: Eq =2kxt +VP 
Para la tangente: Eg = kx + VP 


() CONJUNTO SOLUCIÓN O SOLUCIÓN GENERAL DE UNA ECUACIÓN 
TRIGONOMÉTRICA ELEMENTAL 


Es el conjunto de todos los valores angulares que satisfacen una ecuación trigonométrica. Para hallar la solución 
general se seguirán los siguientes pasos: 


a) Se halla el VP de la ecuación y se reemplaza en la expresión general correspondiente. 


b) Se iguala el ángulo (Ax + B) en la expresión general hallada, de donde se despeja la variable (x) obteniéndose 
así el conjunto solución. 


Problemas resueltos 


Resolución: 
4 ñ Resolución: 
senx= y =VP= 7 
k 0os2x = > 
Ec = ka + (-1)VP a 
> Eg=kn+ (A E kez 4 
x=Tkt ke Z 
Resolución: . . . 
¡ 7ñ Tr _ 9 
Sik=1 = O PA = de 2 
(sen x+ E) =1 + senfx+ 2) = E SET Y UEM GR 
Es E A A A 
= >x=0 Sik=2=x5=21 == 3 Y =20 +3 = 3 


... Solución principal es 0. 171 


Tenemos que ges mayor de 2x, por lo tanto, las soluciones 


ión: Tí. 71. 9, 15n 
Resolución: (5: ÓN ] 


sent=c lo Xx E kr 
cosXx  senx 2 


senx — E = cosx- 1 


senx COS X 
senóx—1 _ cos?x—1 an —cos?x _ —sen?x 
senx COS X senx COS X 
cosóx = senóx > senx = cosx 
l 4 Resolución: 
> tanx = 
se (4 2) senóx= LE => Ve = asen -$)=- 
44 Luego: 
X  =Kkm + 1-5; keZz 
LEA ta 1 
Resolución: ka kr. 
xE Ea) ES ez; 
Sabemos: 
sena — senf = 2008 272) l sen[ = al ] Evalianda: 
= sen6x — sen4x = 2senx k=0 => x= 35 =-12 
2cos5xsenx = 2senx Ed 4 de 
2senx(cos5x — 1) = 0 A 
senx=0 V cos5x= 1 k=2 = x= 3 =60" 
x=kTr,keZ V5x=2n1,neZ 2 
k= = %H=120* 
y a nez 3=x 3 0 
El conjunto solución es: 
2nn Piden: 48? + 60? + 120” = 228? 
CS = (x/x = krt, k € Z] U (x/x = 5 neZ; 
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RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 
O OBLICUÁNGULOS 


CD) MÉTODO GENERAL 


Recuerda Para la resolución de triángulos oblicuángulos utilizaremos cuatro leyes trigonométricas: ley de senos, ley de 
cosenos, ley de tangentes y la ley de proyecciones. 


|. Ley de senos 
En todo triángulo, los lados son proporcionales a los senos de los ángulos opuestos. 


B 
E A 
senA  senB  senC di 
EA 
Demostración: 


Sea ABC un triángulo cualquiera. Trazamos las alturas hy y h, desde C y B, respectivamente. 


h 
senA = > > h¡=bsenA 
E Potant ] asenB = bsenA 
importante id yn a __b 
: senB = UN hy = asenB senA — senB 0. (1) 
También: 


h 
senA= 2 = h, =csenA 
Cc 
asenC = csenA 


= ha = a __c 
senC = “a > h, = asenC senA == “send. ...(2) 


a _b __c 
Luego, de (1) y (2), obtenemos: SE Sab > EEE 


Además, del siguiente gráfico tenemos: 


ñ Del triángulo APO: 


b 
a A 
senO = RR 
Además: m4B=m0 = senB = senO = ¿d. > 2R= E 
2R senB 
q A 
ruiadió Por lo tanto: SnA Sana sana 2R 
Ejemplo: 
En un triángulo ABC se tiene: a = 2x; b =3x; c =4x; calcula: | M = SENA , senB _ senA 
senB  senC  senC 
Resolución: 
a _ b senA _a 
e De la ley de senos se sabe que: a 
2x 3x De igual manera tenemos: senB _b , senA _a 
senC Cc senC Cc 
dl 4x á a,b_a_2x,3x_2x_2,1_41 
edició li AE a rai ET 
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Il. Ley de cosenos 


En un triángulo cualquiera, el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos; menos 
el doble del producto de esos lados por el coseno del ángulo que forman. 


a? = b? + 0? — 2bccosA b?= a? + c? — 2accosB c? =a? + b? — 2abcosC 


Demostración: 
Realizaremos la demostración para el primer caso, con los demás casos se procederá de manera análoga. 


Del triángulo: 
a =h+m? (1) 
Del triángulo AHB: 

c a senA= - > h=csenA (2) 

= AM pe 
A . Cc cosA= ¿=> N=CCosA 

Además: 
b=m+n=m=b-n=b-ccosaA ...(3) 


Luego reemplazamos (2) y (3) en (1): 
al= (csenAy? + (b— ccosAy? = cesen?A + b? — 2bccosA + c?cos”A 
al= csen?A + cos”A) + b? — 2bccosA 


> al=b? +0? — 2bccosA 


Ejemplo: 
Del gráfico, calcula x: 
Resolución: 
A 
A Aplicamos ley de cosenos: 
647, 47 x= (6/7 + (417 Y -2(6/7 4/7 )cos60* 
Be 2=30.7+16.7-48.7. 5) 
x2=196 > x=14 


1Il. Ley de proyecciones 


En todo triángulo se cumple que cada lado es igual a la suma de las proyecciones de los otros dos lados sobre él. 


a=bcosC + ccosB b = acosC + ccosA Cc = acosB + bcosA 
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Atención 


Observación 


piccolo: , 


¿ Entodo triángulo, respecto a 
: sus ángulos se cumple: 


u 
o 

» > 
o 

(9) 


: p: semiperímetro 


¿._a+b+e 
E 
1. Seno 
ns EA 
bc 
sonB -—,/(P=2XP=c) 
2 ac 


e (p— a)(p —b) 


ed E 


a ab 
Coseno: 

A_ /p(e-a) 
cos5 = E 
cosB —,/P(P=b) 

ac 
Es, PE 

ab 
Tangente: 


ad 


A (p — b)(p —c) 
tan5= — ea 


B_ /(p-alp-—c) 
n=) (pb) 


(p — a)(p — b) 
p(p=c) 


ps 


tan5 = 


paño 
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Demostración: 
Dado el triángulo ABC, trazamos BH perpendicular a AC. 


B En el triángulo AHB: cosA = E = m=ccosA 
C a En el triánguo BHC: cosC = A = n=acosC 
Además: 
de mo H b n E b=m+n 


= b =ccosA + acosC 


Ejemplo: 
Dado el siguiente triángulo calcula AC. 


Resolución: 
Aplicando proyecciones tenemos: 
AC =b = 25c0816 + 10cos53* 


=252 ¿403 
b=2575+105 


b=24+6=30 
>AC=30 


IV. Ley de tangentes 

En todo triángulo se cumple que la suma de dos de sus lados es a su diferencia como la tangente de la 
semisuma de los ángulos opuestos a dichos lados es proporcional a la tangente de la semidiferencia de los 
mismos ángulos. Es decir: 


Demostración: 
Para realizar esta demostración empezaremos recordando la ley de senos y propiedades de proporcionalidad. 


a___b__a_senA 
senA  senB "b  senB 
Luego: 
a+b_ senA + senB 
a-b  senA-—senB 


Aplicamos transformaciones trigonométricas: 


2sn[278)005(275) 
Eta AS VO 8 A =tan[438)001(473) 
a—=b 2008/455) sen[255) 2 2 


Las demás igualdades se demuestran de forma análoga. 


ED) En un triángulo ABC, AB = 3; AC = 5 y cosA = 
de BC. 


Resolución: 

Por ley de cosenos, tenemos: 

(BC)? = (AB)? + (AC)? — 2(AB)(AC)cosA 
x= 324 5% — 2(3)(5)c0sA B 
x?=9 +25 — 30cosA 

xÉ=34- 302) 3 


x= 4 -12=22 
x= 4122 IN 


a 


ED Del siguiente triángulo: 


yl n 


m-—ncosP 
Halla el valor de: k = === 
cosN 


Resolución: 
Por ley de cosenos tenemos: 
p? =m? + n? — 2mncosP 


p?-m?-n? 


21 =-=ncosP 


> 


n? =m? + p? — 2mpcosN 


Reemplazamos en “k”. 


k - M-ncosP 
cos N 


J 


460 80? 


2 
E 


Halla el valor 


Resolución: 
Del gráfico tenemos: 


Por ley de senos: 
b a b a 


sen40” — sena seng0” — sen(a +40?) 
b_sens0” , b__ sen80” 
a sena. a  sen(a +40") 


sen40” _ __ sen80” 
sena. sen(a +40”) 


sen40” _ 2sen40” cos 40” 
sena sen(a +40”) 
sen(a + 409) = 2senoacos40* 
sen(a + 409) = sen(or + 40?) + sen(o — 40?) 
sen(a — 40%) =0 
o. — 40% =0* 
.0,=40* 


Ed En un triángulo MNP de lados m, n y p, respectivamente, se 


cumple: 


m?+n?+p?=16 


Calcula: 
R =mpcosM + mpcosN + mncosP 


Resolución: 
Por ley de cosenos, tenemos: 
m? =n? + p? — 2npcosM 


2npcosM = n? + p? = mé 


A 

= npcosM = — 0. (1) 
22.2 

= mpcosN = —— ...(2) 
pd 12 

= mncosP = ———— ...(3) 


Reemplazamos (1), (2) y (3) enR: 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 
np mo mi+p?nó  mi+n?-p 
a E 

nó+p?=mé+m*+p?=nó +mé+n? =p? 
R= 

2 

m2+n2+p2 16 
E 2 == 
.R=8 
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ES Del siguiente gráfico: 


Halla el valor de BD. 


Resolución: 
= Del gráfico, tenemos: 


En el triángulo ABC aplicamos ley de proyecciones. 


m = 5cos53” + 8cos30? 
m =5($)+0(%)- 3+4/3 


En el triángulo BCD aplicamos ley de senos. 


xo om 
sen90” — sen53 
x_ 3444/38 
172 
5 
- (15+20/3) 
a 


ES En la figura, halla x. 


Resolución: 
En el AABC, aplicamos ley de senos: 


a x _ a(2sen8cos0) 
seno senza * sen0 
= X= 2acos0 2. (1) 
En el MBPC: cos8 = z 2) 
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Reemplazando (2) en (1): 
x=20(1) > x=14 


Calcula AD, si: 


“<= 8 
1 B 


Resolución: 
Sea: AD = x, m4ACD = 8 = m4BAD 


BS 8 
e 
2 D 


A Xx 


Luego por ley de senos: 
X 1 _ sen8 


mo NP is 
seng sena sena 


X 9 9 _ senO 


sena  seng “x sena 


Igualando: e = - =>x=9 


a 


(8) En un triángulo rectángulo ABC uno de los catetos es igual a la 


proyección del otro sobre la hipotenusa. Halla el seno del menor 
ángulo. 


Resolución: 
Sea a. el menor ángulo. 


La proyección de AB sobre la hipotenusa es AP, por dato: 
AP=BC=a 


B 
A 
A 
A a p 6 
En el ln APB: a =C0Sa. = a=Cccosa. 
En el lx ABC: E = tana = a=ctana. 


Igualamos estas dos expresiones: 


ccosa. = ctana. = cosa = tana 


cosa = ¿8% > cosa =sena. => 1-— senta = sena 
cosoL 
-1+y1-4(-1 
sena + sena. — 1=0 > sena = HA AMEN 
Como a es agudo = seno. = E 


